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1 Einleitung und Motivation

Die erste experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation 1995, die bereits 1925
von A. Einstein auf der Basis theoretischer Uberlegungen von S. N. Bose vorhergesagt worden
war, entfachte ein reges Interesse auf dem Forschungsgebiet ultrakalter Atome [1]. Fortschritte
in den Kiihltechniken und die Ausweitung der theoretischen Untersuchungen auf wechselwir-
kende Gase trieb dieses Interesse weiter voran. Vor Allem die Gross-Pitaevskii-Gleichung als
Basis der theoretischen Betrachtungen eines wechselwirkenden Bose-Einstein-Kondensats hat
die Beschreibung vieler physikalischer Phanomene wie Gleichgewichtskonfigurationen, kollek-
tive Oszillationen, Expansion, Interferenz, quantisierte Vortizes, Solitonen, usw. ermoglicht
[1]. Dies bietet ein breites Spektrum an investigativen Moglichkeiten, sowohl in experimentel-
ler als auch in theoretischer Hinsicht. Dariiber hinaus wird durch Feshbach-Resonanzen eine
Anderung von Wechselwirkungsstiirke und -vorzeichen durch Einstellen #uflerer Parameter,
wie ein Magnetfeld, ermoglicht [2], was enorme Vorteile bei der Untersuchung wechselwir-
kender Systeme bringt. Aber nicht nur die Wechselwirkung der Atome, die bei so niedrigen
Temperaturen (10~7K und tiefer) eine wichtige Rolle spielt und erst kollektive Phinomene
wie schallartige Anregungen ermdoglicht, hat bedeutende Konsequenzen. Auch die Betrach-
tung von Systemen mit Unordnung ist von groBer Bedeutung, da kein reales System frei
von Storungen ist und ungeordnete Systeme in der physikalischen Realitéit weitaus haufiger
auftreten als Geordnete. Unordnung wird beispielsweise durch Storstellen in Kristallstruktu-
ren, durch pordse Substrate bei superfluidem Helium [3] oder in ultrakalten atomaren Sys-
temen durch rdumliche Fluktuationen der elektrischen Stromstérke in magnetischen Fallen
[4] verursacht. Bereits ein kleines Mafl an Unordnung kann drastische Auswirkungen auf die
Systemeigenschaften und das Systemverhalten, besonders in eindimensionalen Quantensys-
temen, haben [5]. Unordnung ist unter anderem Ursache der Lokalisierung von Wellen und
somit von Metall-Isolator-Ubergéingen in elektronischen Systemen [6], des Zusammenbruchs
der Superfluiditét [7], des Bose-Glas-Phaseniibergangs [8] oder der Anderson-Lokalisierung in
Bose-Einstein-Kondensaten [9]. Somit stellt das Zusammenspiel von Wechselwirkung, externer
Unordnung und die Auswirkungen auf schallartige Anregungen in Bose-Einstein-Kondensaten
eine sehr interessante Thematik dar, die bereits in anderen theoretischen Arbeiten aufgegrif-
fen worden ist. Jedoch bestehen sehr grofie Diskrepanzen in den theoretischen Vorhersagen,
unter anderem beziiglich des Vorzeichens der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit. So wird
in [10] im Rahmen einer selbstkonsistenten stochastischen Mean-Field-Ndherung fiir endli-
che Temperaturen und beliebige Wechselwirkungs- und Unordnungsstérke durch numerische
Rechnung vorhergesagt, dass die Schallgeschwindigkeit mit zunehmender Potentialstiarke ab-
nimmt. Ebenfalls eine negative Korrektur wird in [11] im Rahmen einer stérungstheoretischen
Behandlung eines ungeordneten bosonischen Systems, abgebildet auf ein quantenmechani-
sches Spin-1/2-XY-Modell, fiir schwache Unordnung berechnet. Jedoch liefert [12] basierend
auf einer dispersiven quanten-hydrodynamischen Behandlung eines verdiinnten Bose-Gases
im schwachen Unordnungspotential bei T' = 0 eine positive Korrektur zur Schallgeschwindig-
keit. Dies zeigt die Komplexitéit dieser Thematik und motiviert zu weiteren Nachforschungen
auf diesem Gebiet.

Auch in dieser hier vorliegenden Arbeit sollen die Auswirkungen der Unordnung auf die Schall-
geschwindigkeit im wechselwirkenden Bose-Einstein-Kondensat untersucht werden. Dies er-
folgt iiber die Berechnung der Selbstenergie im effektiven Medium im Rahmen einer Storungs-
theorie fiir schwache Unordnung. Dies liefert letztendlich eine negative Korrektur zur Schall-



geschwindigkeit und steht somit im Einklang mit den Vorhersagen aus [10] und [11], jedoch
im Widerspruch zu [12]. Da noch auf keine experimentellen Resultate zuriickgegriffen wer-
den kann, werden die Ergebnisse dieser Arbeit zudem noch mit numerischen Daten aus einer
Simulation zur Ausbreitung von Schallwellen verglichen und bestétigt. Der Ablauf soll nun
wie folgt aussehen: Zunéchst wird auf die allgemeine Theorie von Unordnungspotentialen und
wechselwirkender Bose-Einstein-Kondensate eingegangen. Es wird tiber die Gross-Pitaevskii-
Gleichung das Bogoliubov-Spektrum hergeleitet, das elementare Anregungen des Kondensats
ohne externes Potential beschreibt, und die relevanten Liangenskalen vorgestellt, die fiir unse-
re Betrachtungen wesentlich sind. Zielsetzung ist natiirlich die Berechnung der Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit des Kondensats mit korrelierter Unordnung. Dazu werden zwei mogliche
Wege présentiert, die jeweils in Kapitel 3 und 4 dargestellt sind. Zum Einen wird ein Zugang
iiber eine klassische hydrodynamische Theorie gewahlt, die auf einer Wellengleichung fiir die
Teilchendichtefluktuationen basiert. Diese Theorie ist relativ einfach gehalten, liefert aber
nichtsdestoweniger bereits gute Resultate. Da sich hier jedoch nicht alle Regime, die uns die
systembeschreibenden Léngenskalen zur Verfiigung stellen, beschreiben lassen, wird in Kapi-
tel 4 eine allgemeingiiltigere und verbesserte Theorie zur Korrektur der Schallgeschwindigkeit
vorgestellt, die auf der Entwicklung des Gross-Pitaevskii-Mean-Field-Energiefunktionals be-
ruht. In beiden Féllen wird die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in einer Dimension {iber
die Selbstenergie des Systems im effektiven Medium, d.h. im Unordnungsmittel, berechnet.
Dabei lassen sich in einigen Grenzfillen einfache analytische Ausdriicke fiir die Schallge-
schwindigkeitskorrektur finden, die ebenfalls diskutiert werden. In Kapitel 5 werden dann
schliefSlich die theoretischen Vorhersagen mit den Ergebnissen einer numerischen Simulation
zur Ausbreitung von Schallwellen verglichen. Nach einer Ergédnzung zu unserer theoretischen
Beschreibung erhalten wir letztendlich eine sehr gute Bestdtigung unserer Vorhersagen.

Doch bevor wir mit der Theorie beginnen, soll noch ein kleiner Abriss zu einer experimentellen
Messung der Schallgeschwindigkeit ohne Potential und zur Realisierung von Unordnungspo-
tentialen gegeben werden.

1.1 Messung der Schallgeschwindigkeit

Hier soll eine experimentelle Methode zur Messung der Schallgeschwindigkeit in Bose-Einstein-
Kondensaten vorgestellt werden, wie sie in [13] angewandt worden ist. Ausgangspunkt ist
dabei ein Kondensat aus Sodium-Atomen in einer magnetischen Falle. Anschlieend werden
kleine lokale Storungen in der Dichte durch die repulsive optische Dipol-Kraft eines auf die
Mitte der Falle fokussierten von der Resonanzfrequenz der Atome weit blau-verstimmten
Argon-Ionen-Lasers erzeugt. Dies kann auf zwei Arten geschehen. Zum Einen kann eine loka-
le Zunahme in der Dichte durch plétzliches Einschalten des Lasers erzeugt werden (positive
Storung). Dadurch werden die Atome aus der Mitte des Kondensats verdréngt, die in Form
von zwei Dichtemaxima symmetrisch mit konstanter Geschwindigkeit nach aufien laufen. Al-
ternativ kann das Kondensat in Gegenwart des Laserlichts erzeugt werden. Durch plétzliches
Abschalten des Lasers werden lokalisierte Dichteminima erzeugt (negative Storungen), die
ebenfalls mit der selben Geschwindigkeit nach auflen laufen. Diese beiden Verfahren sind in
Abbildung 1 links schematisch dargestellt. Durch die Methode der schnellen Sequenzierung
nicht-destruktiver Bildaufnahmen kann die Ausbreitung der Schallwellen detektiert werden
(Abbildung 1 rechts). Weitere Informationen zur Detektion, Kiihlung und den experimentel-



Abbildung 1: Links: Schematische Darstellung der Erzeugung von symmetrisch nach aufSen
laufenden Schallwellen durch positive (a) bzw. negative (b) Storungen. Diese werden durch
plotzliches An- bzw. Abschalten eines Argon-Ionen-Lasers zum Zeitpunkt t = 0 erzeugt.
Rechts: Beobachtung der Ausbreitung von Schallwellen. Die Bilder sind dabei im zeitlichen
Abstand von 1.3ms aufgenommen worden. Die untere Abbildung zeigt die Ausbreitung von
Schall bei einer niedrigeren Kondensatdichte.(Aus [13]).
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Abbildung 2: Schallgeschwindigkeit in Abhingigkeit von der Kondensatdichte. Theoretische
Vorhersage (durchgezogene Linie) und Messpunkte mit statistischem Fehler. (Aus [1]]).



len Umsetzungen finden sich in [13]. Abbildung 1 rechts zeigt die Ausbreitung der Schallwellen
fiir zwei unterschiedliche Kondensatdichten (kleinere Dichte im unteren Bild). Die Schallge-
schwindigkeit ist dabei proportional zur Wurzel aus der Kondensatdichte ¢s ~ +/n. Dieses
Verhalten der Schallgeschwindigkeit ist in Abbildung 2 dargestellt. Dabei stellt die durchge-
zogene Linie die theoretische Vorhersage dar. Die Messergebnisse sind dabei mit ihren statis-
tischen Fehlern abgebildet. An der Gréfle der Fehlerbalken zeigt sich, dass es sehr schwierig
ist eine aussagekriftige Messung zur Korrektur zur Schallgeschwindigkeit mit Unordnungs-
potential zu realisieren, da die erwarteten Korrekturen fiir kleine Potentiale hochstens im
einstelligen Prozentbereich liegen (siehe Kapitel 3 und 4). Obwohl diese Messung bereits im
Jahr 1997 durchgefiihrt worden ist, liegen aufgrund dieser Problematik der Messgenauigkeit
bis heute keine uns bekannten Messungen zur Korrektur zur Schallgeschwindigkeit im exter-
nen Unordnungspotential vor, die zumindest die Frage nach dem Vorzeichen der Korrektur
in experimenteller Hinsicht eindeutig kldren kénnten.

1.2 Experimentelle Realisierung korrelierter Unordnung

Dieser Abschnitt soll eine qualitative Beschreibung zur experimentellen Realisierung eines
Unordnungspotentials liefern. Die folgenden Darstellungen basieren auf [5]. Die experimentell
am héufigsten realisierte Unordnung ist die Speckle-Unordnung. Umgesetzt wird dies durch
Einstrahlung von koh#rentem Laserlicht auf eine diffuse Oberfliche, wodurch es zu einer
zufilligen Uberlagerung von Partialwellen kommt. Das somit erzeugte Potential ist propor-
tional zur Intensitét, also dem Betragsquadrat der elektrischen Feldstérke, deren Phase und
Amplitude rdumlich moduliert ist:

V(z) ~E(2)] ~ 1(2) (1)

In Abbildung 3 (a) ist die experimentelle Anordnung zur Erzeugung des Unordnungspoten-

tials schematisch dargestellt. D’ ist der Durchmesser des einfallenden Laserstrahls, der durch
eine Konvexlinse der Brennweite f fokussiert wird. Dabei kann D’ in y- und z-Richtung un-
terschiedliche Ausdehnung besitzen. Dadurch kommt eine anisotrope Intensititsverteilung in
der y-z-Ebene, wie in Abbildung 3 (b) dargestellt, zustande. (c) zeigt das Intensitétsprofil
in z-Richtung und (d) die zugehorige Korrelationsfunktion im Ortsraum. Dabei bezeichnet
Cr(6z) = I(2)I(z + dz) die Intensitétskorrelationsfunktion im Unordnungsmittel und Az die
Korrelationslédnge. Dabei ist anzumerken, dass, wie in Abbildung 3 (c) ebenfalls zu sehen
ist, das Speckle-Potential eine wohldefinierte Basislinie besitzt, im Gegensatz zur Gaufischen
Unordnung (vgl. Abb. 27 und 28 in Abschnitt 5.2), aber in seiner Amplitude nach oben unbe-
grenzt ist. Die endliche Korrelationsldnge der Unordnung ist bedingt durch die Wellenlénge
des eingestrahlten Lasers und die Apertur und kann durch die Parameter [ und D des opti-
schen Systems variiert werden. Wihlt man beispielsweise den Laserstrahldurchmesser D’ in
z-Richtung wesentlich gréfler als in y-Richtung (Az ~ 1/D’), so dass die Korrelationslinge
des Potentials in z-Richtung wesentlich kleiner ist als die Ausdehnung des Kondensats, in
x- und y-Richtung jedoch so grof}, dass das Potential iiber die Ausdehnung des Kondensats
hinweg als konstant angenommen werden kann, so erhélt man eine effektiv eindimensionale
Unordnung. Néhere Erlauterungen und Angaben zu konkreten Zahlenwerten der Systempa-
rameter finden sich in [5].
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Abbildung 3: (a) Erzeugung einer Speckle-Unordnung mittels kohdrentem Laserlicht, das an
einer diffusen Oberfliche gestreut wird. (b) Anisotrope Intensititsverteilung des gestreuten
Laserlichts in der y-z-Ebene. (c) Intensititsprofil in z-Richtung (Vergrifierung des markierten
Ausschnitts aus (a)). (d) Zugehorige Intensitatskorrelationsfunktion im Ortsraum. (Aus [5]).

Neben optischen Speckle-Potentialen gibt es noch andere Arten von Unordnung. Beispiele
hierfiir sind unterschiedliche, lokalisierte Atomarten, durch die Unordnung erzeugt wird [15],
inkommensurable optische Gitter [16] oder auch Fluktuationen in Form und Position eines
stromdurchflossenen Leiters, wie sie in magnetischen Fallen auftreten und die ein stark gauf3-
korreliertes Unordnungspotential erzeugen [4].



2 Unordnungspotential, wechselwirkendes Bose-Einstein-Kon-
densat und elementare Anregungen

Um im spiteren Verlauf einen Ubergang zur Beschreibung eines Kondensats im Unord-
nungspotential zu ermoglichen, wird zunéchst auf die statistischen Eigenschaften von Un-
ordnung eingegangen. Im Anschluss daran werden die theoretischen Grundlagen zur Be-
schreibung eines Bose-Einstein-Kondensats vorgestellt. Diese basieren auf einer nichtlinearen
Differentialgleichung fiir den Ordnungsparameter des Systems, der Kondensatwellenfunktion
[1]. Startpunkt ist der Vielteilchen-Hamilton-Operator und das daraus resultierende Mean-
Field-Energiefunktional. Ausgehend davon gelangt man zur Gross-Pitaevskii-Gleichung, die
die Grundlage zur Beschreibung des Kondensats unter Beriicksichtigung von Wechselwirkung
zwischen den Teilchen und duflerem Potential ist. Der zeitunabhéngige Spezialfall dieser Glei-
chung ist die stationéire Gross-Pitaevskii-Gleichung, auf die ebenfalls kurz eingegangen wird.
Des Weiteren kénnen hydrodynamische Gleichungen abgeleitet werden. Dies ist zum Einen die
Kontinuitéitsgleichung und zum Anderen eine Gleichung, die fiir langwellige Anregungen des
Kondensats mit der Euler-Gleichung eines klassischen, kompressiblen, rotationsfreien Fluids
iibereinstimmt. Im Rahmen dieser Beschreibung wird anschliefend das Anregungsspektrum
des Kondensats diskutiert. Dabei wird deutlich, dass die Kohérenzléinge des Kondensats eine
bedeutende Lingenskala darstellt. Dies wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels zusammen
mit der Einfithrung der Thomas-Fermi-Naherung noch vertieft. Die Abschnitte 2.2 - 2.6 dieses
Kapitels lehnen sich an die Darstellungen in [2] an.

2.1 Statistische Eigenschaften von Unordnung

Jede einzelne Realisierung von Unordnung ist zufallsbedingt und somit anders. Um nun Aussa-
gen iiber den Einfluss von Unordnung auf Systemeigenschaften wie die Schallgeschwindigkeit
machen zu kénnen, die unabhéngig von der jeweiligen Realisierung der Unordnung sind, muss
iiber sehr viele Realisierungen der Unordnung gemittelt werden. Man betrachtet sich die Sys-
temeigenschaften also in einem effektiven Medium [17]. Dies hat zur Folge, dass nicht mehr das
Unordnungspotential einer speziellen Realisierung selbst eine Rolle spielt, sondern nur noch
dessen statistische Eigenschaften im Unordnungsmittel. Im Folgenden soll nur auf die fiir
diese Arbeit relevanten Momente des Unordnungspotentials in einer Dimension eingegangen
werden. Dies sind zum Einen der Mittelwert des Potentials

V() =0, (2)

der gleich Null gesetzt werden kann, da dies nur eine konstante Verschiebung des Energie-
nullpunkts zur Folge hat und keine Auswirkungen auf die physikalischen Eigenschaften des
Systems, und zum Anderen die Autokorrelationsfunktion des Unordnungspotentials

VIV ) = K (£, (3)

o

wobei o die Korrelationslange und V{, die Potentialstirke bezeichnen. Als Darstellung im
k-Raum soll die Korrelationsfunktion wie folgt bezeichnet werden:



ViV = o VEC(ko)d(k + k). (4)

Der Zusammenhang zwischen K(Z) und C(ko) ergibt sich aus der Fourier-Transformation
von V(r")V(r' +r):

AVAR VA 1 — L . ,
Vi Vi = P /dr dr' V)V (r + 1) e 7 emtk(r+r)
T
/
:5(k + k‘/) ‘/02 /d?‘lK <T> e—ik’r’
g

=6k + K)Vio / dr’ K (r') e7er" (5)

Somit erhalt man

C(ko) = / dr' K(r') e hor (6)

Im Fall einer wie in Abschnitt 1.2 beschriebenen Speckle-Unordnung ist die Korrelations-
funktion des Potentials proportional zur Intensitéitskorrelation I(r/)I(r’ 4 r) des elektrischen
Feldes E(r), welche sich aus der Intensititsverteilung I(r) ~ |E(r)|> berechnen lisst. Da
das elektrische Feld aus einer zufiilligen Uberlagerung von Partialwellen entsteht, kann die
Feldamplitude £(r) am Ort r als lineare Uberlagerung der Amplituden und Phasen von N
unkorrelierten, elementaren Streuereignissen beschrieben werden [17]:

1 < ‘
£=+ ;]aklew’“. (7)

Die Phasen ¢ sind dabei gleichverteilt iiber das Intervall [0, 27], was dazu fiihrt, dass Real-
und Imaginérteil der Feldamplitude E(r) = R[E(r)] 4+ iS[E(r)] statistisch unabhingig sind.
Dies ist relevant fiir die Implementierung der Erzeugung eines Speckle-Potentials in der nu-
merischen Simulation, da somit Real- und Imaginérteil der Feldamplitude aus statistisch
unabhéngigen Zufallszahlen generiert werden kénnen (siehe Abschnitt 5.2). Weitere Erldute-
rungen zur Speckle-Statistik finden sich in [17].

Als Beispiele sind in den Abbildungen 4 und 5 zwei fiir diese Arbeit relevante Korrelations-
funktionen,

e die Gaufl-Korrelationsfunktion: K (f) = e 202

2(r
e und die Speckle-Korrelationsfunktion [17]: K (£) = (g)



im Orts- und im k-Raum dargestellt. Die Fourier-Transformationen dieser Korrelationsfunk-
tionen finden sich im Anhang A.2. Wihrend die Fourier-Transformierte der Gauf-Funktion
natiirlich wieder eine Gauf3-Funktion ist, ergibt sich fiir die Speckle-Korrelationsfunktion ein
Dreieck in k-Raum-Darstellung.

K(r/o)

C (ko)

ko

r
-4 2 4 . -4 2 4

Abbildung 4: Gaufs-Korrelationsfunktion im Ortsraum (links) und im k-Raum (rechts).

K(r/o)

ko

1 2 3 4

r
2 4 6 . -7 -3

Abbildung 5: Speckle-Korrelationsfunktion im Ortsraum (links) und im k-Raum (rechts).

Im spéteren Verlauf bei der Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit wird die
Korrelationsfunktion allgemein gehalten, sie soll lediglich ein paar grundlegende Eigenschaften
besitzen, die sich auch an den Beispielen in den Abbildungen 4 und 5 zeigen:

e K(r/o) und C(ko) sind achsensymmetrisch bzgl. » = 0 bzw. k = 0.
o K(r/o) zerféllt im Ortsraum auf der Langenskala der Korrelationslinge o.

o (C(ko) zerfdllt im k-Raum auf der Lingenskala der inversen Korrelationsldnge %

Hier wurden nun alle Eigenschaften von Unordnungspotentialen und deren Korrelationsfunk-
tionen zusammengefasst, die im spéteren Verlauf dieser Arbeit relevant sind und auf die bei
der Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit zuriickgegriffen wird. Aber zunéchst
wird in den folgenden Abschnitten erst noch auf die Theorie der wechselwirkenden Bose-
Einstein-Kondensate eingegangen.
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2.2 Gross-Pitaevskii-Energiefunktional

Im diesem Abschnitt wird der Hamilton-Operator des N-Teilchen-Systems vorgestellt. Mit
einem geeigneten Ansatz fiir die Vielteilchenwellenfunktion ergibt sich daraus das Mean-Field-
Energiefunktional, das die Basis aller weiteren Uberlegungen ist.

Im Fall kleiner Streuldngen in Relation zum mittleren Teilchenabstand kann die Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen als effektive Delta-Wechselwirkung gd(r — r’) mit Wechselwir-
kungsstéirke g beschrieben werden. Dabei hingt g mit der Streuldnge a wie folgt zusammen:
g = 4mh?a/m. Der Hamilton-Operator fiir das N-Teilchen-System mit #uflerem Potential
V(r) und Wechselwirkung lautet nun

N 2
H = Z; [”i + V(m)] +g ) d(ri — 1)) (8)

2m —
1<)

Die die Bose-Einstein-Kondensation auszeichnenden Eigenschaften sind bekanntlich die ma-
kroskopische Besetzung des Grundzustands und die makroskopische Phasenkohérenz. Die
Tatsache, dass im Kondensat nahezu alle Atome den gleichen Quantenzustand besetzen,
ermoglicht die Beschreibung des Kondensats im Rahmen einer Mean-Field-Theorie, was bei-
spielsweise bei superfluidem “He aufgrund der starken Wechselwirkung nicht moglich ist
[2]. Die Wellenfunktion der Vielteilchen—Zusténde ist das symmetrisierte Produkt von Ein-
teilchen—Wellenfunktionen. In Mean-Field-N&herung wird nun angenommen, dass sich im
vollsténdig kondensierten Zustand alle Teilchen im gleichen Einteilchen-Zustand ¢(r) befin-
den und die Anregung von Teilchen in andere Zusténde aufgrund der Teilchenwechselwirkung
vernachléssigt werden kann. Diese relative Verminderung der Teilchenzahl im Kondensat auf-
grund von Wechselwirkung ist proportional zu (%)% Dabei bezeichnet ry den Radius einer
Kugel, deren Volumen dem mittleren Volumen eines Teilchens im Kondensat entspricht, und a
bezeichnet die Streulédnge. Somit ist in Bose-Einstein-Kondensaten mit geringen Dichten und
kleinen Streuléingen diese Vernachlidssigung gerechtfertigt. Der Ansatz fiir die Vielteilchen-
Wellenfunktion VU (71, 72,...,7N) als Produktzustand der Einteilchen-Zustéinde ¢(r) lautet
nun

U(ry,re,..TN) = Hgf)(ri), (9)

wobei fiir die Einteilchen-Wellenfunktion die Normierungsbedingung
[ariompE =1 (10)

erfiillt ist. Die Energie dieses Zustands ist somit gegeben durch

N -1

——glo(r)l*|. (1)

2
£— N / dr [fm Vo(r)? + V(r) 16(r) +
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Unter der Voraussetzung grofier Teilchenzahlen N und mit der Einfithrung der Kondensat-
Wellenfunktion (r) = /N ¢(r) und der Teilchendichte n(r) = |¢(r)[? erhilt man das
Gross-Pitaevskii-Energiefunktional

2
ew) = [ar [ [DonP + VR + 3alurl] (12)
bzw. im groflkanonischen Ensemble:
2
B = [ar | 9P + (V) - W eP + galeml] . a3

Dieses Funktional bildet nun den Ausgangspunkt aller weiteren Rechnungen, denn zum Einen
wird daraus die Gross-Pitaevskii-Gleichung hergeleitet. Aus dieser erhélt man wiederum hy-
drodynamische Gleichungen, mittels derer die Schallgeschwindigkeitskorrektur in Kapitel 3
berechnet wird. Zum Anderen wird iiber eine Sattelpunktsentwicklung dieses Funktionals die
Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in Kapitel 4 berechnet.

2.3 Die Gross-Pitaevskii-Gleichung

Grundlage zur Beschreibung eines Bose-Einstein-Kondensats im dufleren Potential und un-
ter Berticksichtigung von Wechselwirkung zwischen den Teilchen ist die sogenannte Gross-
Pitaevskii-Gleichung. Diese kann aus einem Variationsprinzip hergeleitet werden und be-
schreibt die Dynamik des Kondensats. Des Weiteren wird in diesem Kapitel noch auf die
zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung eingegangen, die man durch Minimieren des grof3-
kanonischen Energiefunktionals erhilt und die die stationéren Eigenschaften des Kondensats
wiedergibt.

2.3.1 Herleitung der Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung erhélt man durch Minimieren des Wirkungsfunktionals, d.h.
die Variation des Funktionals muss verschwinden:

to
5/Ldt ~ 0. (14)
t

Die Lagrange-Funktion L ist dabei gegeben durch

[ ) e e

wobei £ das Energiefunktional (12) bezeichnet. Des Weiteren muss die Variation von ¢ bzw.
¥* an den Grenzen t; und to verschwinden. Daraus erhélt man nun die zeitabhéingige Gross-
Pitaevskii-Gleichung

h2
2m

, OU(r)

V2 (r) + V(r)o(r) + glu(r)Po(r) = (16)
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Diese hat die Form einer Schrédinger-Gleichung mit einem nichtlinearen Beitrag. Dieser re-
sultiert aus der Wechselwirkung der Teilchen mit dem mittleren Feld der anderen. Die Gross-
Pitaevskii-Gleichung ist die zentrale Gleichung in der Theorie der wechselwirkenden Bose-
Einstein-Kondensate. Thre Losungen beschreiben eine Vielzahl an physikalischen Phénomenen
wie kollektive Oszillationen, Expansion, Interferenz, Solitonen, etc. [1], auf die hier nicht weiter
eingegangen wird. Gl. (16) dient im Abschnitt 2.4 zur Herleitung hydrodynamischer Gleichun-
gen. Doch vorher wird noch kurz auf die stationére Gross-Pitaevskii-Gleichung eingegangen.

2.3.2 Stationire Gross-Pitaevskii-Gleichung

Der stationére Spezialfall von Gl. (16) ist die stationédre Gross-Pitaevskii-Gleichung. Zur Her-
leitung geht man vom groflkanonischen Energiefunktional (13) aus. Will man nun das 1 be-
stimmen, das die Energie des Systems minimiert, so fithrt die Variation des Energiefunktionals
nach ¥* auf die stationdre Gross-Pitaevskii-Gleichung

h2

~%m V2 (1) + V(r)o(r) + glo(r)P e(r) = pi(r). (17)

Diese hat die Form einer nichtlinearen stationéiren Schrédinger-Gleichung mit dem chemischen
Potential 1 an Stelle der Energie pro Teilchen als Energie-Eigenwert. Ohne Wechselwirkung
ist p identisch mit der Energie pro Teilchen. Des Weiteren ergibt sich aus Gl. (17) die Gleich-
gewichtsdichte des Kondensats no, ohne Potential:

glo(r)?o(r) = pi(r) = Moo = —. (18)

2.4 Hydrodynamische Gleichungen

Ausgehend von der zeitabhéingigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (16) werden nun hydrodyna-
mische Gleichungen abgeleitet. Dies sind zum Einen die Kontinuititsgleichung fiir die Teil-
chendichte und zum Anderen eine der Euler-Gleichung aus der klassischen Hydrodynamik
ghnliche Gleichung, die im Schall-Regime, d.h. fiir langwellige Anregungen des Kondensats,
identisch sind. Diese beiden Gleichungen beschreiben das Kondensat in Abhéngigkeit seiner
Dichte n(r) und seines lokalen Geschwindigkeitsfeldes v(r), das, wie sich gleich zeigen wird,
zudem noch rotationsfrei ist.

2.4.1 Kontinuitéitsgleichung

Multipliziert man nun Gl. (16) von links mit ¢*(7,¢) und subtrahiert davon das komplex
Konjugierte erhilt man die Kontinuit#tsgleichung fiir die Teilchendichte n(r,t) = |¢(r,t)|%:

ol
ot

h * * _
+ Vg WV - VYT = 0. (19)

Mit der Definition des Geschwindigkeitsfeldes des Kondensats
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_ h YrVY — VYT
U Smi (0P (20)

kann Gl. (19) geschrieben werden als:

on
E+V~(nv):0. (21)

Nun hat die Kontinuitédtsgleichung der Kondensatdichte exakt die selbe Form wie die einer
idealen Fliissigkeit [18]. Jetzt kann noch gezeigt werden, dass das Geschwindigkeitsfeld v
rotationsfrei ist. Zu diesem Zweck driickt man die Kondensatwellenfunktion i durch ihre
Amplitude und Phase aus:

W(r,t) = /n(r,t) e, (22)

Setzt man nun (22) in (20) ein, so fithrt dies auf folgenden Zusammenhang zwischen Ge-
schwindigkeit und Phasengradienten:

h
v=—Vop. (23)

m

Da das Geschwindigkeitsfeld als Gradientenfeld dargestellt werden kann, ist es somit rotati-
onsfrei (“irrotational flow”).

2.4.2 Euler-Gleichung

Um nun auch noch ein Analogon zur klassischen Euler-Gleichung zu finden, separiert man
nach Einsetzen von Gl. (22) in die zeitabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung (16) Real- von
Imaginérteil und man erhélt zunéchst die beiden Gleichungen

ang;,t) = -V . |n(r,t) %Vgp(r,t) , (24)
dp(r,t) h? 1
e T T om n(r,t) VAV/n(r.t) + 5mo(rt) + V(r) + gn(rt).  (25)

Der Imaginirteil (24) liefert wieder die Kontinuitétsgleichung. Der Gradient angewendet auf
den Realteil Gl. (25) fiihrt auf folgendes Resultat:

h2

2m\/ﬁv2‘/ﬁ' (26)

ov 1 9
mat——V(V—i-ng—i-va)—i-V

Der letzte Term auf der rechten Seite ist der sogenannte Quantendruck. Dieser kann fiir lang-
wellige Anregungen des Kondensats vernachléssigt werden, was sich bei der Herleitung des
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Anregungsspektrums noch deutlicher zeigen wird. Des Weiteren gilt fiir ein rotationsfreies Ge-
schwindigkeitsfeld V% v? = (v-V)wv. Damit und unter Vernachlissigung des Quantendrucks
ldsst sich Gleichung (26) schreiben als

0
m[a’:—k(v-V)'v] =—-Vgn+V). (27)
Diese Gleichung ist nun identisch mit der Euler-Gleichung fiir eine ideale, kompressible Fliis-
sigkeit ([18],[2]) und giiltig fiir Anregungen im Schall-Regime (siche Abschnitt 2.5). Aus den
Gleichungen (21) und (26) kann im Folgenden nun das Anregungsspektrum hergeleitet werden.

2.5 Bogoliubov-Anregungsspektrum

Nun werden elementare Anregungen des Kondensats ohne dufleres Potential untersucht. Zur
Herleitung der Dispersionsrelation verwendet man hierbei die Kontinuitétsgleichung (21) und
die Euler-Gleichung (26) fiir V' = 0, wobei auch der Quantendruck beriicksichtigt werden
muss, da man sich nicht nur auf kleine Wellenzahlen beschrinkt. Unter der Annahme kleiner
Abweichungen vom Gleichgewichtszustand gilt fiir die Dichte und das Geschwindigkeitsfeld
N = Ny + 0n und v = %Végo, wobeil ny, = £ die Gleichgewichtsdichte bezeichnet und das
Geschwindigkeitsfeld im Gleichgewicht identisch Null ist. Nach Einsetzen in Gl. (21) und (26)
werden die beiden Gleichungen in én und v linearisiert (Bogoliubov-Niherung). Anschliefend
kann v durch Kombination der beiden linearisierten Gleichungen zu einer Gleichung fiir én
eliminiert werden:

0? h?
<m8t2 — uV? + 4mv4) on(r,t) = 0. (28)

Diese Gleichung besitzt im k-w-Raum die Form
h2
<mw2 — pk? —4m/~€4> on(k,w) = 0. (29)
Aus ihr ist die Bogoliubov-Dispersionsrelation sofort abzulesen:

R2 k% ([ h?k?
ek—hw—\/2m <2m+2,u>. (30)

Im Grenzfall kleiner Wellenzahlen ergibt sich ein linearer Verlauf der Dispersionsrelation

€x = cshk (31)
mit der Schallgeschwindigkeit ¢, = (/£ = (/==4 Mit Gl. (18) ist diese proportional zur

Wurzel aus der Kondensatdichte, wie bereits bei der experimentellen Messung der Schallge-
schwindigkeit zu sehen gewesen ist (Abschnitt 1.1). Fiir grole Wellenzahlen ergibt sich die
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Dispersionsrelation fiir ein freies Teilchen mit einem zusétzlichen Mean-Field-Beitrag, der
mittleren potentiellen Energie p eines Teilchens:
h? k2

€ =
k 2m

+ . (32)

Nun ist es notwendig eine Léngenskala einzufiihren, die dariiber entscheidet, wann eine An-
regung Schall- bzw. Teilchencharakter besitzt. Zu diesem Zweck wird noch kurz auf den
Quantendruck eingegangen. Dieser geht in die Gleichungen (28) und (29) als dritter Term auf
der linken Seite ein. Er liefert also keinen relevanten Beitrag zur Energie der Anregung falls
gilt:

R, ) 1 n o,

Nun wird der Begriff der Kohérenzlidnge £ eingefiihrt. Diese ist wie folgt definiert:

h2
2
¢ = 2 (34)

Somit wird aus der Bedingung (33) (mit O(v/2) = O(1))

1
§< (35)

Die Koharenzlange £ legt also eine relevante Léngenskala fest und entscheidet dariiber, wann
der Quantendruck vernachléssigbar wird, namlich fiir langwellige Anregungen bzw. kleine
Wellenzahlen k. Nun kann auch das Bogoliubov-Anregungsspektrum durch die Kohérenzlédnge
ausgedriickt werden:

€ = pkéEVK2E2 + 2. (36)

Auch hier sieht man deutlich, dass die Kohérenzlénge die entscheidende Léngenskala ist. Fiir
% < & besitzen die Anregungen Teilchencharakter und das Schall-Regime, das fiir uns im
weiteren Verlauf das Relevante sein wird, ist somit festgelegt durch die Bedingung

1
£< o (37)

Wiirde man sich von vorneherein auf schallartige Anregungen beschrinken wollen und den
Quantendruck bereits in Gl. (26) vernachlissigen, wiirde dies zu einer homogenen Wellenglei-
chung fiir on fithren und unmittelbar die Schall-Dispersionsrelation (31) liefern.

An der graphischen Darstellung der Dispersionsrelation (36) und den beiden Grenzfillen (31)
und (32) in Abbildung 6 erkennt man deutlich den Ubergang vom Schall-Regime (£ < %), in
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dem die kinetische Energie der Teilchen von der Wechselwirkungsenergie dominiert und der
Quantendruck vernachléssigbar wird, zum Bereich & > %, in dem sich die Teilchen als freie
Teilchen verhalten.

7

6 fﬂk—:\/kZ &2 (K2 &2 +2)

e’
e®
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.........
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Abbildung 6: Bogoliubov-Anrequngsspektrum (schwarz) und die Grenzfille der teilchenartigen
(rosa) bzw. schallartigen (blau) Anregungen.

2.6 Thomas-Fermi-Niherung und Kohirenzlinge

In diesem Abschnitt soll der Kohérenzlange £ noch eine etwas anschaulichere Bedeutung zu-
gewiesen werden. Zunéchst wird dabei auf die Thomas-Fermi-Ndherung der Teilchendichte
eingegangen.

Falls sich die Kondensatwellenfunktion in einem betrachteten Raumbereich nur wenig &dndert
bzw. in diesem Raumbereich als nahezu konstant angenommen werden kann, so kann in der
Gross-Pitaevskii-Gleichung (17) der Beitrag der kinetischen Energie —%Vzl/) vernachléssigt
werden und man erhélt:

(V(r) + glo(r)]?] v(r) = pi(r). (38)

Gl. (38) kann nun nach der Teilchendichte n = |1|? aufgeldst werden, was zur Teilchendichte
in Thomas-Fermi-Néherung fiihrt:

nrp(r) = [b(r)? = ;[u — V(). (39)
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Dies bedeutet also, dass die Kondensatdichte unmittelbar einer riumlichen Anderung des Po-
tentials folgt. Es wird aber auch klar, dass fiir zu starke rdumliche Anderungen des Potentials
auch die Dichte und somit die Kondensatwellenfunktion stark variiert und folglich die Thomas-
Fermi-N&herung ihre Giiltigkeit verliert. Um nun den Giiltigkeitsbereich der Thomas-Fermi-
Néherung quantitativ zu beschreiben wird hier wieder auf den Begriff der Kohérenzlénge
zuriickgegriffen und ihr eine anschauliche Bedeutung zugewiesen.

Betrachtet man ein Kastenpotential, so ist die Teilchendichte am Ort der Wand gleich Null.
Weit entfernt von der Wand besitzt die Teilchendichte ihren Maximalwert ns, = % (Konden-
satdichte im Gleichgewicht) und dndert sich rdumlich nicht. Die Wellenfunktion benétigt also
eine gewisse Lange um ihren Maximalwert zu erreichen. Diese Lange wird als Kohérenzlinge
€ bezeichnet. In der Niahe der Wand ist also der Beitrag der kinetischen Energie grof}, da sich
dort die Wellenfunktion rdumlich stark dndert. Nach Erreichen ihres Maximalwerts dagegen
ist sie rdumlich konstant und es dominiert die Wechselwirkungsenergie. Die Thomas-Fermi-
Né&herung ist also in der Ndhe der Wand nicht mehr geeignet die Teilchendichte zu beschreiben,
und zwar genau dann, wenn die kinetische Energie die Gréflenordnung der Wechselwirkungs-
energie erreicht. Die kinetische Energie pro Teilchen in einem Abstand von der Wand kleiner
¢ ist von der Ordnung h?/2mé? und somit in der selben GroBenordnung der Wechselwirkungs-
energie falls gilt:

h2
Damit erhélt man fiir die Kohérenzldnge
h2
£ = T (41)

Die Kohérenzlénge ist somit ein Kriterium fiir den Geltungsbereich der Thomas-Fermi-N&he-
rung. Sie beschreibt auf welcher Langenskala die Wellenfunktion variiert um auf eine Stérung
zu reagieren. Im konkreten Fall eines dufleren Unordnungspotentials bedeutet dies, dass die
Wellenfunktion bzw. die Teilchendichte unmittelbar dem Potentialverlauf folgen kann, falls
dieses auf einer Langenskala variiert, die grofler ist als die Kohérenzléinge. Variiert das Poten-
tial jedoch auf einer kiirzeren Léngenskala, so kann die Teilchendichte dem Potentialverlauf
nicht mehr folgen und die Thomas-Fermi-N#dherung verliert ihre Giiltigkeit. Die Léngenskala,
auf der ein Potential variiert, ist seine Korrelationslédnge o. D.h. die Thomas-Fermi-Ndherung
ist giiltig, falls gilt:

(<o, (42)

In Abbildung 7 sind die Teilchendichte n(r) und das Potential V(r) eines Kondensats mit
Gaufischer Unordnung fiir drei unterschiedliche Verhéltnisse von & und o dargestellt. Die
Kurven der Teilchendichten und Potentiale sind aus Werten der numerischen Simulation (Ka-~
pitel 5) erstellt worden und dienen hier nur zur qualitativen Veranschaulichung. Allerdings
ist zu erwahnen, dass die y-Achse aller drei Darstellungen einheitlich skaliert worden ist. Man
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erkennt deutlich, dass fiir 0/ = 20 die Teilchendichte dem Potential spiegelbildlich folgt. Ho-
he Potential-Peaks haben geringe Teilchendichten zur Folge und umgekehrt, was unmittelbar
einsichtig ist. Fiir /¢ = 0.5 variiert das Potential auf einer kiirzeren Léngenskala als & und
man erkennt, dass die Teilchendichte dem Potentialverlauf nur noch in groben Ziigen folgt.
Fiir 0/¢ = 0.03 dndert sich das Potential auf einer so kurzen Lingenskala in Relation zu &,
dass die Dichte im abgebildeten Langenbereich von 250 ¢ sehr glatt verlduft und kaum noch
VON N = % abweicht. ny, bezeichnet hier wieder die Gleichgewichtsdichte ohne Potential.

oglé =20 oglé =05

n(r)
K9

V() || - \
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Abbildung 7: Gauf-korrelierte Unordnungspotentiale und zugehorige Kondensatdichten fiir
die Werte 0 /& = 20,0 /& = 0.5 und o/ & = 0.03.

Somit treten in unserem System drei relevante Langenskalen auf, die fiir das Systemverhalten
entscheidend sind. Dies sind die Kohérenzldnge £ des Kondensats, die Korrelationslange o des
Potentials und die Wellenlénge der Anregung % Die Bedingung ¢ < % legt das Schall-Regime
fest, das Verhiltnis von £ und o entscheidet iiber die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-N&éherung
und hat, wie auch das Verhiltnis von ¢ und %, zudem noch Auswirkungen auf die Korrektur
zur Schallgeschwindigkeit, wie sich im weiteren Verlauf noch zeigen wird.
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3 Hydrodynamische Wellengleichung und Schallgeschwindig-
keitskorrektur

In diesem Kapitel wird nun die klassische hydrodynamische Theorie, die im letzten Kapi-
tel vorgestellt worden ist, herangezogen und fiir ein Kondensat mit Unordnungspotential
verallgemeinert um fiir Anregungen mit kleinen Wellenzahlen, d.h. £ < %, eine Korrek-
tur zur Schallgeschwindigkeit zu erhalten. Dabei wird auf die Thomas-Fermi-Néherung (39)
zuriickgegriffen, d.h. im Rahmen dieser Beschreibung muss vorausgesetzt werden, dass die
Kohérenzldnge wesentlich kleiner als die Korrelationslénge des Potentials ist. Somit ist von
den drei das System charakterisierenden Grofien, die Wellenlédnge der Anregung %, die Kor-
relationslédnge des Unordnungspotentials ¢ und die Kohérenzldnge &, Letztere die Kleinste.
Des Weiteren soll das externe Potential klein im Vergleich zum chemischen Potential sein,
V'« 1, um Stoérungstheorie betreiben zu kénnen. Wihrend im theoretischen Teil dieses
Kapitels die Darstellungen allgemein fiir d Dimensionen gehalten werden, erfolgt die kon-
krete Berechnung der Schallgeschwindigkeitskorrektur in einer Dimension. Diese Berechnung
der Korrektur geschieht im Folgenden iiber die Berechnung der Selbstenergie des Systems im
effektiven Medium und in Bornscher Naherung. Der Realteil der Selbstenergie liefert eine Kor-
rektur zur Dispersionsrelation und somit auch zur Schallgeschwindigkeit. Dabei wird zunéchst
keine bestimmte Art von Unordnung festgelegt, d.h. die Autokorrelationsfunktion des Poten-
tials wird allgemein gehalten mit Eigenschaften wie in Abschnitt 2.1 beschrieben. So lassen
sich in bestimmten Grenzfillen sogar sehr einfache, analytische Ausdriicke fiir die Korrektur
zur Schallgeschwindigkeit angeben. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der Realteil der
Selbstenergie im Fall einer Speckle-Unordnung berechnet. Denn aufgrund der Einfachheit der
Korrelationsfunktion im k-Raum (Abb. 5), kann der Realteil vollstéindig analytisch berechnet
werden, was beispielsweise im Fall der Gaufischen Unordnung nur numerisch moglich ist.

3.1 Wellengleichung und Selbstenergie

Ausgangspunkt bei der Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit sind hierbei die
Kontinuitétsgleichung (21) und die Eulergleichung (27) fiir eine ideale, kompressible Fliissig-
keit ohne Quantendruck, da § < % vorausgesetzt wird. Durch Kombination dieser beiden
Differentialgleichungen erster Ordnung erhélt man eine Wellengleichung. Diese wird nun im
ersten Abschnitt hergeleitet und daraufhin im Zweiten die Greensche Funktion und die Selbst-
energie im effektiven Medium eingefithrt um im weiteren Verlauf dadurch die Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit berechnen zu kénnen.

3.1.1 Herleitung der Wellengleichung

Es werden nun wieder kleine Fluktuationen n = nyp(r) 4+ én und v = %Végo fiir die Dichte
und Phase angenommen. Dabei wird die mittlere Dichte im externen Potential durch die
Thomas-Fermi-Dichte npp = %(T) beschrieben. Dies ist fiir £ < o eine gute Ndherung, wie
wir in Abschnitt 2.6 gesehen haben (Abb. 7 links oben). Die Vorgehensweise ist vorerst ganz

analog zu Abschnitt 2.5. Die Kontinuitétsgleichung (21)

on(r,t)

5 + V- [n(r,t)v(r,t)) =0 (43)
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und die Eulergleichung fiir eine ideale, kompressible Fliissigkeit (27)

m {81’((97;’75) - [v(r,t)-V}v(r,t)} = —Vlgn(r,t) +V(r)] )

werden zunéchst in den Dichte- und Phasenfluktuationen dn und d¢ linearisiert. Durch Kom-
bination der beiden Gleichungen erhilt man somit die Wellengleichung im Ortsraum [19]:

2
m [02 v - 88752] on = V- (V(r)Vén). (45)

Dabei bezeichnet ¢ = /£ die Schallgeschwindigkeit des Systems ohne &ufieres Potential.

Nach Transformation der Gleichung in den k-w-Raum (siehe Anhang A.3) ergibt sich:

mw? — k2 on(k,w) = — (27) 2k - / dk' [5n(k',w) Vi k] . (46)

Ohne #uBeres Potential beschreibt diese Gleichung die Ausbreitung von Schallwellen in Form
von ebenen Wellen mit der Dispersionsrelation w = ck. Der Storterm auf der rechten Seite
von (46) beschreibt die Streuung am Potential [19] und ist proportional zu Vj,_ k- k', d.h.
fir k L k' tritt keine Streuung am Potential auf.

3.1.2 Greensche Funktion und Selbstenergie im effektiven Medium

Nun fithren wir die Greenschen Funktionen ein, die freie Greensche Funktion Gy und die vol-
le Greensche Funktion G. Uber die iterative Losung der Bewegungsgleichung fiir G gelangt
man zur Bornschen Reihe. Diese kann im Unordnungsmittel zur Dyson-Gleichung umgeord-
net werden, wodurch die Selbstenergie des Systems definiert wird.

Zunéchst werden die Greenschen Funktionen des Systems in der iiblichen Weise zur Losung
partieller Differentialgleichungen iiber die Bewegungsgleichung (45) definiert [20]:

2
m (02 v - 5;) Go(r,t) = 2m)25(r) (2m)/26(1), (47)

2
{m <c2 v? — gt2> — [(VV(r)V + V(r) vﬂ} G(r,t) = 2m)Y28(r) (2m)26(t).
(48)

Dabei beschreibt Go(r,t) die Dynamik der Anregungen ohne Potential, G(r,t) die mit Po-
tential. Der Faktor (2%)% wurde eingefiihrt um eine Darstellung von G im k-w-Raum ohne
ldstige Vorfaktoren zu erhalten. Dies &ndert natiirlich nichts an den Systemeigenschaften,
da dies einfach nur einer Multiplikation der Gleichung (45) mit einer Konstanten entspricht.
Go(k,w) erhilt man nun durch Fourier-Transformation der Gl. (47):
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Gy ist diagonal in k und k', da bereits im Ansatz von Gy(r, t) riumliche Translationsinvarianz
vorausgesetzt worden ist.

Nach Fourier-Transformation von Gl. (48) in den k-w-Raum erhélt man folgende implizite
Gleichung fiir G(k,w):

m(w? — k%) Gk,w) = 1 — (21)"2 /dk’ Viw G(K',w) k- k'] . (50)
D e—
Gyt

VG

Das Faltungsintegral wird nun im Folgenden durch die kompaktere Notation VG abgekiirzt.
Explizit ausgeschrieben bezeichnet VG die Fourier-Transformierte des Produkts V'(r)G(r,t)
mit V'(r) = [(VV(r))V + V(r)V?]:

VG)(k,w) = FV'(r)G(r.1)). (51)
Eine ausfiihrliche Rechnung dieser Fourier-Transformation findet sich im Anhang A.4. Nun

kann Gleichung (50) iterativ gelost werden, was in einer Bornschen Reihe resultiert:

G =Gy)+ GogVGy + Go VGV Gy + ---. (52)

Hierbei bezeichnen die Poduktschreibweisen ebenfalls Faltungsintegrale. Um Aussagen iiber
die Schallgeschwindigkeit unabhéngig von der konkreten Realisierung der Unordnung zu er-
halten, muss, wie bereits erwihnt, iiber alle moglichen Unordnungsrealisierungen gemittelt
werden. Dies fithrt zur gemittelten Greenschen Funktion [17]:

éZGo—FGoVGQ—i-G()VGoVGo—F"-, (53)

die durch Neuordnen zur sogenannten Dyson-Gleichung umgeschrieben werden kann [17]:

G =Gy + GyXG. (54)

Dabei bezeichnet 3. die Selbstenergie und enthélt per Definition alle irreduziblen Beitrédge von
VYV +VGoV + VGoVGoV + - - . Gleichung (54) lisst sich auch schreiben als

G =Gt -2 (55)

Da Gj (Gl. (49)) im Nenner die ungestorte quadratische Dispersionsrelation enthélt sieht man
an Gl. (55), dass die Selbstenergie eine komplexe Korrektur zur Dispersionsrelation liefert.
Eine imaginidre Korrektur bedeutet dabei eine endliche Lebensdauer der Schallwellen. Da
wir uns hier aber fiir die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit interessieren, steht somit die
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Berechnung des Realteils der Selbstenergie im Vordergrund. Dies soll nun Ziel des néchsten
Abschnitts sein.

3.2 Korrektur zur Schallgeschwindigkeit

Nun erfolgt die Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in einer Dimension. Bei
der Berechnung der Selbstenergie beschranken wir uns dabei auf die Bornsche Néherung, die
fiir kleine Stérungen eine gute Approximation ist. Die Selbstenergie 3 in Bornscher Néherung
lautet somit:

S=V+VGV. (56)

Dabei ist V ~ V gleich Null, da der Mittelwert des Potentials V gleich Null gesetzt werden
kann (vgl. Abschnitt 2.1). Zu berechnen bleibt also noch der Beitrag VGV, der in Integral-
darstellung folgende Form annimmt:

1

’ r
(W2 — 2k2) +i0t o(k" = k7)

(57)

. 1 .
(V GO V)kk;/// == T / dk/ dk” |:k . k/ k;’ . k’” Vk‘—k’ Vk”—k”’
T m

Nun kann fiir Vi Vir_gr die Korrelationsfunktion des Unordnungspotentials (4) aus Ab-
schnitt 2.1

Vit Vi _gpm = %2 o C((/{? — k:l)O') 5(]{ —K+k - k”) (58)

eingesetzt werden. Nach Auswertung der é-Funktionen erhélt man:

VG V)i = &k? /dk’ K C((k—K)o) (59)
0 ¥Rk = "o m(w? — 2 k2) +i0t 7|

Dieser Ausdruck (59) ist somit diagonal in k& und k", was durch die Unordnungsmittelung
bedingt ist. Da man sich nur fiir den Realteil der Selbstenergie interessiert, spaltet man
das Integral mittels der Plemelj-Sochozki-Relation H# = PL1 —ind(z) [21] in Real- und
Imaginérteil auf. P bezeichnet dabei den Cauchyschen Hauptwert des Integrals. Des Weiteren
fithrt (59) zu einer impliziten Gleichung fiir die Dispersionsrelation, da das auszuwertende
Integral selbst noch von w abéngt, was die volle Dispersionsrelation enthélt. Geht man aber
davon aus, dass die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit klein ist, so kann man fiir w =~ ck mit

c = 4/ L die ungestorte Dispersionsrelation annehmen. Die Korrektur zur Dispersionsrelation
ist von der Ordnung ViZ und somit klein, was diese Niherung also rechtfertigt. In dieser

On-Shell-Nédherung und nach Einfiihrung der dimensionslosen Gréfle k = k& ergibt sich der
Realteil des Integrals zu:

R(D) = 07 2 P/dﬁ;’ [“ Clin — #) D . (60)

T or ués K2 — K2

7
§
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Alternativ hitte man auch eine Skalierung der Wellenzahl mit der Korrelationslédnge o statt
mit ¢ vornehmen kénnen. Dies mag zunéchst sinnvoller erscheinen, da die Selbstenergie, wie
aus Gl. (59) ersichtlich ist, nicht von der Kohirenzlinge abhéngt. Jedoch wird durch die
Skalierung mit & spéter die Analogie bei den Entwicklungen in Abschnitt 4.4 deutlicher. Wie
Gl. (54) zeigt, liefert der Realteil der Selbstenergie eine Korrektur zur Dispersionsrelation.
Diese hiangt nun wie folgt mit der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit zusammen:

mw? — k%) — R(X) =0 = w=1/ck> +

L

Die Entwicklung der Wurzel nach der Potentialstérke V4 bis zur quadratischen Ordnung liefert:

R(%) Ve ®'(%) R(X)

Dabei ist die Notation R(X) = VZR'(Z) verwendet worden um den kleinen Parameter V4
explizit zu zeigen. Die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit ist somit:
c— ¢ R(X2)

Crel = o = 2ﬂk2 : (63)

In den Abbildungen 8 und 9 ist jeweils die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit im
Fall eines gauB-korrelierten Unordnungspotentials in Abhéngigkeit von /¢ fiir verschiedene
Werte von x und in Abhéngigkeit von & fiir verschiedene Werte von o /¢ dargestellt. Wie zu
sehen ist, ergibt sich eine negative Schallgeschwindigkeitskorrektur.

k=0.05 k=0.02 k=0.01 k=0.006

Crel

50 100 150 200 250 300

a/é

Abbildung 8: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit fiir Gaufische Unordnung in
Abhdngigkeit von o /€ fiir verschiedene Werte von k.
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Abbildung 9: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit fiir GaufSsche Unordnung in
Abhdngigkeit von k fiir verschiedene Werte von o /€.

In beiden Abbildungen lassen sich bereits unterschiedliche Regime der Schallgeschwindigkeits-
korrektur ausmachen. Sowohl fiir grofie x als auch fiir grofle o/¢ konvergieren alle Kurven
gegen einen konstanten Wert. In Abbildung 9 sieht man, dass die Kurven mit zunehmendem
k um so frither gegen diesen Wert konvergieren je grofier o /€ ist. Genauso erkennt man in
Abbildung 8, dass die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit fiir zunehmende o /¢ um so frither
gegen diesen Wert konvergiert je groflier x ist. Des Weiteren lésst sich erkennen, dass die Gra-
phen fiir kleine x und o /¢ alle den selben Startwert besitzen und um so lénger bei diesem
verharren, je kleiner k£ bzw. o /¢ ist. Was natiirlich auch ins Auge sticht ist die Ahnlichkeit
der beiden Abbildungen. Dies lisst darauf schlieffen, dass es einen Zusammenhang zwischen
k und o/¢ gibt, der das Verhalten der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit charakterisiert.
Dieses Verhalten wird im n#chsten Abschnitt genauer untersucht, wobei sich in den oben
angedeuteten Regimen einfache analytische Ausdriicke finden lassen.

3.3 Analytische Grenzfille der Schallgeschwindigkeitskorrektur

Wie bereits erwahnt, soll die Kohérenzldnge die kleinste das System charakterisierende Grofie
darstellen um die Giiltigkeit der hydrodynamischen Gleichungen zu gewihrleisten. Die Be-
dingung £ < % ist bereits durch die Voraussetzung gegeben, dass man sich im Schall-Regime
befindet. Also muss noch gelten, dass die Korrelationsliange o des Potentials grofler ist als €.
Diese Bedingungen legen aber noch nicht das Verhéltnis von o und k fest. Daraus ergeben sich
nun die beiden moglichen Félle o0 <« % und o > % Diese beiden Fille charakterisieren zwei
unterschiedliche Regime der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit, wie in den Abbildungen 8
und 9 zu sehen ist. Diese beiden Regime werden im Folgenden betrachtet.

l.o< 1t
Zuers]% betrachten wir den Fall, in dem o kleiner ist als die Wellenléinge der Anregung.
Um die Vorgehensweise bei den folgenden Entwicklungen zu veranschaulichen ist in
Abbildung 10 der Integrand des Hauptwertintegrals (60) fiir o < % dargestellt. Dabei
ist die Korrelationsfunktion separiert vom restlichen Integranden abgebildet. Zur gra-
phischen Darstellung ist eine Gaulkurve als Korrelationsfunktion gewéhlt worden. Die
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folgenden Entwicklungsschritte sind jedoch fiir alle Korrelationsfunktionen giiltig, die
die in Abschnitt 2.1 genannten, allgemeinen Eigenschaften besitzen.

elastische > > elastische

Rick- Vorwaérts-
streuung streuung

Abbildung 10: Qualitative Darstellung des Integranden von (60) mit separat
abgebildeter Korrelationsfunktion fir o < %

Der Integrand des Hauptwertintegrals besitzt zwei Pole bei K’ = xk und v’ = —k, an
denen jeweils elastische Vorwiértsstreuung bzw. Riickstreuung der Anregung am Poten-
tial auftritt. Die Korrelationsfunktion ist dabei zentriert um den Pol bei k¥’ = k. Da
k < 1, liegt eine Entwicklung des Integranden fiir kleine k¥ nahe. Da aber auch die
Korrelationslinge o als sehr grof angenommen wird, o > £, und somit die um <’ = &
zentrierte Korrelationsfunktion sehr schmal ist, stellt sich nun die Frage, ob auch der
Pol an der Stelle ¥ = —k noch zum Integral beitrigt. Dies folgt aus der Bedingung
ko < 1. Denn, wie fiir die Korrelationsfunktion C(ko/£) angenommen, zerfillt diese
auf einer Skala ~ g, soll also ab einem Wert k > k. ~ g keinen Beitrag mehr liefern.
Der Pol bei " = —x hat vom Maximum der Korrelationsfunktion den Abstand 2x. Da-
mit dieser also noch einen Beitrag zum Integral liefert, muss 2x < g gelten, was sich mit
obiger Voraussetzung o < % deckt. Dies ist auch in Abbildung 10 deutlich zu erkennen.
Solange 0 < % gilt, iiberdeckt die Korrelationsfunktion beide Pole gleichermaflen und
somit tragen beide Pole zum Integral bei. D.h. fiir Korrelationsldngen kleiner als die
Wellenlénge tritt sowohl Vorwérts- als auch Riickstreuung der Anregung auf. Das Inte-
gral (60) wird nun fiir kleine x entwickelt, insgesamt bis zur quadratischen Ordnung in
k, da die Korrektur zur quadratischen Dispersionsrelation w? = ¢?k? ebenfalls von der
Ordnung k? sein soll. Da bereits k2 vor dem Integral steht, kann der Integrand einfach
an der Stelle k = 0 ausgewertet werden und es bleibt nur noch das Integral iiber die
Korrelationsfunktion, das leicht auszuwerten ist:
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Mit (63) ergibt sich fiir die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit:
1 V¢
Crel = — = —5 . 65
e 2 (65)

Genau dieser Wert wird in Abbildung 8 und 9 ganz links angenommen.

o>

In dieksem Fall ist die Korrelationslinge grofler als die Wellenldnge der Anregung. Aus
dieser Bedingung folgt, dass der Pol des Hauptwertintegrals an der Stelle ' = —k nicht
mehr zum Integral beitréigt, da die Korrelationsfunktion sehr stark um ' = x gepeakt
ist und wegen ko > 1 bereits vor dem Pol bei £’ = —x auf Null abgefallen ist. Dies ist
auch deutlich in Abbildung 11 zu sehen, in der wiederum der Integrand von (60) mit
der separat abgebildeten Korrelationsfunktion fiir o > % zu sehen ist.

elastische elastische
Rick- —p ~-f—Vorwarts-
streuung streuung
K/
-K

Abbildung 11: Qualitative Darstellung des Integranden von (60) mit separat
abgebildeter Korrelationsfunktion fir o > %

Bei Korrelationslangen grofler als die Wellenléinge der Anregung tritt somit ausschlief3-
lich Vorwirtsstreuung auf. Fiir diesen Fall kann der Integrand in ' um das Maximum
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der Korrelationsfunktion bei k' = k entwickelt werden. Mit der Substitution z = k — K’
erhilt man zunéchst:

R(D) = % ﬁ;‘ 2 /dm [M éc (?)] . (66)

Die Entwicklung des Integranden ausschliefSlich der Korrelationsfunktion und des Pols
bei x = 0 bis zur linearen Ordnung in x um x = 0 liefert:

R(D) = ;ﬂﬁgj,{? /dx K; - % + (9(:&)) ;c<x§(’ﬂ 6

Da x ebenfalls klein ist, tragen wieder nur Terme insgesamt bis zur quadratischen Ord-
nung in x bei und man erhélt fiir den Realteil der Selbstenergie:

1 VOQJ 9 ro 31 VOQJ 9 iz
7)) = 22— 3
e K /dxC( §> 197 18 K /dxdr [K(T)e }
2

R(E) = —

27 png?
_ Vi o
T o)
Mit (63) bedeutet dies fiir die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit:
3 V2
Crel — — g F . (69)

Wie in den Abbildungen 8 und 9 zu sehen ist, ist dies der Wert gegen den die Kurven
fiir groBBe 0/¢ bzw. grofie k , d.h. ko > 1, konvergieren.

In beiden Féllen verringert sich also die Schallgeschwindigkeit in Gegenwart von Unordnung,
wie ja bereits in den Abbildungen 8 und 9 zu sehen war. Ist die Wellenlénge der Anregung klei-
ner als die Korrelationslange des Potentials, tritt vorwiegend Vorwartsstreuung der Anregung
auf und die Abweichung von der Schallgeschwindigkeit ohne Potential ist betragsméfig kleiner
als im Fall langwelligerer Anregungen, bei denen auch Riickstreuung vorhanden ist. In Abbil-
dung 12 ist die korrigierte Dispersionsrelation (62) e(k)/pu = v2x[1 + R(X)E2/(2ur?)] darge-
stellt. Der Realteil der Selbstenergie aus Gl. (60) ist dabei fiir eine gau-korrelierte Unordnung
C((k — K)o /&) = exp(—(k — k')%/(2¢?)) numerisch berechnet worden. Ebenfalls dargestellt
sind die analytischen Ergebnisse der betrachteten Grenzfille, e1(x)/u = v2r(1 — 3VZ/(8u?))
fiir o > 1/k und eg(k)/p = V2k(1 — VZ/(2p?)) fiir ¢ < 1/k. Der Bereich o < 1/k ist in
Abbildung 13 noch einmal vergréflert zu sehen. In den Darstellungen sind die Parameterwer-
te 0/¢€ = 20 und Vp/pu = 0.8 gewihlt worden. Der relativ grofie Wert fiir Vp/p dient hier
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nur zu Darstellungszwecken, da die unterschiedlichen Geradensteigungen, die ja proportional
zur Schallgeschwindigkeit sind, fiir einen wesentlich kleineren Wert von V;/u graphisch nicht
mehr aufzulosen wiren. Die Dispersionskurve e(k)/u verlauft fir k < £/o auf der Geraden
e2(k)/p (Abb. 13) und geht fiir £ > £/o auf die Gerade €;(k)/p iber (Abb 12). Man erkennt
also deutlich den Ubergang zwischen den beiden Regimen, die gekennzeichnet sind durch die
unterschiedlichen Geradensteigungen und somit durch unterschiedliche Schallgeschwindigkei-
ten.

3.4 Berechnung der Schallgeschwindigkeit mit Speckle-Unordnung

Nun wird als Beispiel fiir eine Korrelationsfunktion die Speckle-Funktion betrachtet. Natiir-
lich fithrt auch diese auf dieselben Ergebnisse in den oben genannten Grenzfillen, da sie
die genannten Anforderungen an die allgemeine Korrelationsfunktion erfiillt. Aber aufgrund
ihrer einfachen Struktur im k-Raum ldsst sich der Realteil der Selbstenergie Gl. (60) ohne
N&herungen sogar komplett analytisch integrieren. Da auch hier der Realteil der Selbstener-
gie unabhéngig von ¢ ist und es bei der Unterscheidung der beiden Grenzfille nur auf die
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Groflenordnung des Produkts aus Wellenzahl & und Korrelationsldnge ¢ ankommt, wird bei
den folgenden Berechnungen die dimensionslose Gréfle o = ko benutzt.

Die Speckle-Korrelationsfunktion im Ortsraum

VWV +1) = V2 i’ () (70)

(5)

[\

hat im k-Raum die Form:

|klo

ViV = nV@od(k + k) (1—2>9<1—2> : (71)

Fiir den Realteil der Selbstenergie ergibt sich somit:

_ ViTo? , o’ la — la —

Die Stufenfunktion € beschriankt das Integrationsintervall auf [aw — 2; a + 2]. Somit erhélt man:

V2 2 at2 12 12 | /|

Vg o ' o Q a— «

§R(E)—P/ do (a2_a/2_042_0/2 9 >
a—2

2 o2
a+2 a a+2
VOQ o2 / a2 1 / o2 1 / o2
=— =<K P| dod/ ——=5 — = d — d
2 o2 /aa2—a’2 2/aoz—|—o/+2/aa+o/
a—2 a—2 «@
2 —€
_Vﬁo‘i o' — 2 oo OH—Jrhmfa’fgl o — o)
2u o2 2 a+d||, 5 0 2 a+ o], .
1 @ 1 a+2
—3 [—ao/ﬂ— + a? ln}a—ka/}] + 3 [—ao/ﬂ— + a? lnloz—ko/l]
a—2 «@
Waor [y apfe-tf, @ jla=Dla+]) (73)
2p o2 2 a+1 2 a?

Dieser Ausdruck ist stetig, jedoch nicht differenzierbar an der Stelle & = 1. Dies liegt an der
Nicht-Differenzierbarkeit der Korrelationsfunktion C(a’) an der Stelle o/ = 2. Die Speckle-
Korrelationsfunktion C(a—a’) = ﬂ(l—@)@(l—lo‘;ﬂ) ist in Abbildung 14 in Abhéngigkeit
von o dargestellt. Die relevante, nicht stetig differenzierbare Stelle ist bei o/ = o—2 zu sehen.
Die Pole an den Stellen o/ = £« sind durch schwarz-gestrichelte Linien angedeutet. Fiir o > 1
tragt nur der Pol der Vorwiértsstreuung zum Integral bei, da die Korrelationsfunktion den In-
tegranden bereits vor dem Pol der Riickstreuung abschneidet. Ab dem Wert oo = 1 trégt auch
der Pol der Riickstreuung zum Integral bei und zwar aufgrund der Nicht-Differenzierbarkeit
der Korrelationsfunktion sehr abrupt, was zur abrupten Anderung der Schallgeschwindigkeit
bei a = 1 fithrt. Des Weiteren ist daran zu erinnern, dass (73) nur fiir £ < o Giiltigkeit besitzt.
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Abbildung 14: Speckle-Korrelationsfunktion C(a — ') im k-Raum in Abhdngigkeit von o' fiir
verschiedene Werte von .

Die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit kann man wiederum mittels Gl. (63) be-
rechnen. Dass auch Gl. (73) die bereits berechneten Grenzfélle reproduziert, lésst sich durch
folgende Entwicklungen leicht zeigen:

e Fiir @« <« 1 kann man den Ausdruck um a = 0 bis zur quadratischen Ordnung in «
entwickeln. Dabei trigt nur der erste Term in der Klammer bei und man erhélt fiir den
Realteil von ¥ und die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit:

V2 o2 V2 1 V2
m(z):_i%:_zﬂkg = Crezz—iljo- (74)

e Fiir > 1 konnen die Logarithmen in 1/« um 0 bis zur fiihrenden Ordnung entwickelt
werden um wieder eine in k£ quadratische Korrektur zur quadratischen Dispersionsrela-
tion zu erhalten:

Vi a2 al 2 1 o [ 1 1
o =g0 25 ool g e o(w)]]
2 2 2
_V0042<_3>__3V0k2. (75)
2u 0 2 4 u

Damit erhélt man als relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit:
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3V§
rel — T 5 . 76
Crel s 12 (76)

Somit ist die Konsistenz mit den vorher allgemein berechneten Grenzfillen bestétigt.

3.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Wir haben nun auf der Basis der hydrodynamischen Gleichungen, der Kontinuitédtsgleichung
und der Euler-Gleichung fiir eine ideale, kompressible Fliissigkeit, die Korrektur zur Schall-
geschwindigkeit fiir kleine Unordnungsstérken mit allgemeiner Korrelationsfunktion berech-
net und in Grenzfillen analytische Ausdriicke herleiten kénnen. Voraussetzung ist dabei,
dass die Kohérenzlidnge & die Kleinste der drei relevanten Léngenskalen &£, ¢ und % ist.
Da diese Voraussetzung bereits im Ansatz enthalten ist (Thomas-Fermi-N#herung und Ver-
nachlissigung des Quantendrucks) hingt die Korrektur der Schallgeschwindigkeit nicht mehr
von der Kohérenzldnge ab, sondern nur noch vom Produkt ko, wie sich bereits in den Abbil-
dungen 8 und 9 angedeutet hat. Dadurch lassen sich in den Grenzfillen zwei Regime unter-
scheiden:

V2

e ko k1 = crelz—%u—%
3V()2

e ko> 1 = CT@I:_EF

In beiden Féllen ist die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit negativ und héngt nur von der
Potentialstédrke in Relation zum chemischen Potential ab. Des Weiteren haben wir gesehen,
dass das Integral fiir eine Speckle-Unordnung (60) eine analytische Losung besitzt. Die relative
Korrektur zur Schallgeschwindigkeit, die sich mit (63) und (73) daraus ergibt

1V ko ka—1'+ (ko?) ln‘(ka—l)(ka—i—l)H (77)

Crel = 4 2 [_ 2 n‘ka—i—l 2 (k o2)

héngt, abgesehen von Vj/u, ebenfalls nur noch vom Produkt aus Wellenzahl und Korrelati-
onslidnge ab.

InAbbildungg 15 sind die Ergebnisse dieses Kapitels graphisch zusammengefasst. Dargestellt
sind die relativen Korrekturen zur Schallgeschwindigkeit in Abh#ngigkeit von ko. Zum Einen
ist die Korrektur fiir eine Speckle-Unordnung dargestellt. Die Einfiihrung des Parameters
a = ko hat es nun moglich gemacht, die in Abbildung 8 und 9 dargestellten Kurven, dort im
Fall einer Gauf8schen Unordnung, zu einer Kurve, hier im Fall eines Speckle-Potentials, zusam-
menzufassen. Zum Anderen sind die allgemeinen analytischen Korrekturen in den Grenzfillen
ko < 1 und ko > 1 abgebildet. Die Grenze zwischen den beiden Regimen ist gegeben durch
ko = 1 und ist deutlich zu erkennen an der unendlichen Steigung der Speckle-Kurve an
dieser Stelle. Man sieht auch, dass die Kurve fiir kleine ko mit der analytischen Losung
cret = —V§Z/(2u?) iibereinstimmt und nach einem Ubergangsbereich fiir groBe ko von oben
gegen die analytische Losung c.o; = —3VZ/(8u?) konvergiert. Fiir /¢ — 0, was fiir end-
liche Wellenzahlen gleichbedeutend mit ko — 0 ist, stimmt die Korrektur fiir die Speckle-
Unordnung ebenfalls mit der analytischen Losung fiir kleine ko iiberein. Jedoch miissen wir
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Abbildung 15: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit cre; in Abhdngigkeit von ko. Dar-
gestellt ist die Korrektur fiir eine Speckle-Unordnung (blau) und die allgemeinen analytischen
Korrekturen in den Grenzfillen ko < 1 und ko > 1 (schwarz-gestrichelt).

davon ausgehen, dass diese Vorhersage nicht korrekt ist, da dieses Regime nicht mehr im
Giiltigkeitsbereich unserer N#herungen liegt (Thomas-Fermi-N#herung, siehe Abschnitt 2.6).
Somit stellt sich die Frage wie die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit fiir den Fall o < &
aussieht. Diese Frage wird im néchsten Kapitel beantwortet, in dem ein anderer Zugang
zur Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit gew&hlt wird, womit sich schlieflich
giiltige Aussagen iiber alle drei Regime treffen lassen.
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4 Entwicklung des Energiefunktionals und Schallgeschwindig-
keitskorrektur

Inhalt dieses Kapitels ist eine verbesserte und verallgemeinerte Berechnung der Korrektur
zur Schallgeschwindigkeit im Kondensat mit &uflerem Unordnungspotential. Dies geschieht
nun iiber die Entwicklung des Energiefunktionals (13). Auch hier gelangt man zu einem
Ausdruck fiir die Selbstenergie, die eine Korrektur zur Dispersionsrelation liefert. Zunéchst
wird dabei der Hamilton-Operator des Systems aus dem groflkanonischen Gross-Pitaevskii-
Energiefunktional hergeleitet. Nach dem Aufstellen der Bewegungsgleichungen des Green-
schen Operators wird wiederum iiber die Dyson-Gleichung die Selbstenergie ¥ eingefiihrt.
Bei der Berechnung dieser wird kurz auf den Imaginérteil von ¥ und die Lebensdauer der
Anregungen eingegangen. Das Hauptaugenmerk richtet sich jedoch auf den Realteil und die
Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit. Auch hier lassen sich in Grenzfillen, die
durch das Verhéltnis der Korrelationslidnge o des Unordnungspotentials zur Kohérenzlinge &
und das Verhiltnis von ¢ zur Wellenldnge der Anregung charakterisiert sind, analytisch bere-
chenbare Ergebnisse produzieren. Zusétzlich zu den in Abschnitt 3.3 betrachteten Grenzfillen
ldsst sich nun auch im Fall schwacher Wechselwirkung bzw. im Grenzfall eines d-korrelierten
Potentials o0 < £ eine Aussage iiber die Schallgeschwindigkeitskorrektur machen.

4.1 Herleitung des Bogoliubov-Hamilton-Operators

Ziel dieses Abschnitts ist es den Hamiltonian fiir unser System herzuleiten. Zu diesem Zweck
entwickelt man das grofkanonische Energiefunktional um seinen Sattelpunkt zum Einen fiir
kleine Dichte- und Phasenfluktuationen und zum Anderen fiir kleine Potentialstirken. An-
schlieffend fiihrt man eine Bogoliubov-Transformation durch, was letztendlich den relevanten
Hamilton-Operator liefert.

Ausgangspunkt ist das groflkanonische Energiefunktional (13):
& 2 2 1 4
B) = [ dr [0 V@ + (V(r) — ] Ve)P + Sel Ve . (1)

Driickt man die Wellenfunktion wieder durch ihre Amplitude und Phase aus (Gl. (22)) erhélt
man das Energiefunktional in Abhéngigkeit der Teilchendichte n(r,t) und Phase ¢(7r,t) [19]

2
E(n,p) = /dr {;ﬂ [(Vvn)? + n (V)] +(V — p)n + gnQ}. (79)

Im Folgenden wird dieses Funktional um das Minimum bei ng und g, der Grundzustands-
dichte und -phase, entwickelt. Dazu nimmt man kleine Abweichungen dn und d¢ von ng und
o an, entwickelt das Funktional bis zur zweiten Ordnung in dn und d¢ und fithrt anschliefflend
eine Entwicklung in V' bis zur linearen Ordnung durch. Zun#chst miissen jedoch ng und ¢g be-
stimmt werden. Die Grundzustandsdichte ng und -phase ¢ minimieren das Energiefunktional
und erfiillen somit die Gleichungen
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— =0 und — =0 (80)
O | g, 00 00 10,0
Dies fiihrt auf folgende Bedingungsgleichungen fiir ng und ¢q [19]:
OF h?
o = ——V(no Vo) = 0, (81)
# Inoe0 m

5E h2 VQQ/TLO 2

il - — vV — =0. 82

51 o 5 ( N (Vo) ) + 1+ gno (82)

An GIL. (81) sieht man, dass diese Bedingungen fiir eine rdumlich homogene Phase Vg = 0
immer erfiillt ist, d.h. genau dann, wenn das Geschwindigkeitsfeld des Kondensats v = %ch
identisch Null ist. Bedingung (82) reduziert sich somit auf [19]

VR

2m  ng

+gng =p— V. (83)

Fir kleine Potentialstérken kann man davon ausgehen, dass die Grundzustandsdichte mit
Potential nur wenig von der ohne Potential no, = £ abweicht. Somit kann man die Grund-
zustandsdichte bis zur linearen Ordnung in V' entwickeln ng(V) = ne + 0n(V). Einsetzen
in (83) und Linearisieren in on liefert die Grundzustandsdichte in Abh#ngigkeit des externen
Potentials [22]:

no(r) = no [1 — 8(r)]. (84)

Hierbei bezeichnet o(r) = @ das gegldttete Potential mit der Fouriertransformierten
Vi
Tp = —E—. (85)

1 + k.22€2

Wiirde man in der Gleichung (83) den ersten Term auf der linken Seite, der die kinetische
Energie beschreibt, vernachléssigen, so erhielte man fiir ng wieder die Thomas-Fermi-Dichte
(39). Somit wird klar, dass durch die Beriicksichtigung des kinetischen Beitrags in Glei-
chung (83) diese Beschreibung der Grundzustandsdichte iiber die Thomas-Fermi-N#herung
hinausgeht und dass somit auch das Regime o < £ unseres Systems zugénglich wird. Dies
ist auch anschaulich zu verstehen, betrachtet man Gl. (84) und Gl. (85). Gleichung (84)
hat formal das Aussehen der Thomas-Fermi-Dichte. Doch steht hier an Stelle des Potentials
V(r) das gegléttete Potential o(7). Diese Glattung des Potentials kommt sehr gut in der k-
Raum-Darstellung (85) zum Ausdruck. Fiir die kleinen k-Moden des Potentials (k€ < 1) gilt
Ok ~ Vi /pund Gleichung (84) geht in die Thomas-Fermi-Naherung iiber. Die k-Komponenten
des Potentials k¢ > 1 werden jedoch wie 1/(k¢)? unterdriickt. D.h., variiert das Potential auf
sehr groflen Léngenskalen (o > £), so folgt die Teilchendichte dem Potential spiegelbildlich
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wie in Thomas-Fermi-N&herung, was eine gute Beschreibung der Dichte ist, wie wir bereits ge-
sehen haben (Abb. 7 oben links). Variiert das Potential auf sehr kurzen Léngenskalen (o < &)
so folgt nach Gleichung (84) die Dichte einem geglidtteten Potentialverlauf. Dass dies eben-
falls eine realistische Beschreibung ist, zeigt sich in den Abbildungen 7 oben rechts und unten.
Diese Beschreibung der Grundzustandsdichte besitzt also auch im Bereich o < & Giiltigkeit.
Der Glattungseffekt des Potentials hat aber auch noch eine andere Konsequenz: Die fiir die
Storungsrechnung relevante Forderung V < p kann im Bereich o < & zur Forderung V < &
abgeschwécht werden [22].

Nun widmen wir uns der Entwicklung des Energiefunktionals. Wie bereits beschrieben, wird
dieses zunéchst bis zur quadratischen Ordnung in den Fluktuationen dn und d¢ entwickelt
[19]:

E[én,d¢] = Ey + F[on,dy] (86)

mit

Fon,dp] = 1/dr {hz [<V5n>2 + (V2ng) on? + 4ng (Vép)?

2 4m ) /1o

+ génz} . (87)

Unter Verwendung von Gl. (84) wird F[dn, dp] bis zur linearen Ordnung in () entwickelt.
Inwiefern diese Ordnung ausreichend ist wird spéater in Kapitel 5 im Abschnitt zur Ergénzung
der Theorie 5.4 noch genauer diskutiert. Denn, da die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit von
der Ordnung V02 ist, wére hier fiir eine konsistente Storungsrechnung auch eine Entwicklung
des Funktionals (87) bis zur zweiten Ordnung in o(r) nétig. Doch vorerst nehmen wir diese
Vernachléssigung in Kauf und, wie sich zeigen wird, gelangt man zu einer sehr guten Vorher-
sage, was die Schallgeschwindigkeitskorrektur betrifft. Zunichst jedoch erhélt man nach einer
etwas ldngeren Rechnung:

F(@) = FO 4 FW(p) (88)

mit
FO§n, 50 = / dr{;fn {(Ziz)z + oo (V5g0)2] + “;]5712} : (89)
FOsn, 6] = / dr{ﬁ(r);; [(w”)zgj%ﬁ = e (v&p)?}} . (90)

In Fourier-Darstellung sehen (89) und (90) dabei wie folgt aus:
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2 k2 1 g
O [on, ] = Z — 5nk ON_g + Noo 0 0 | + 5 ong on_g (91)
k

2 k‘2 + /{3/2 —_ kK
FW[on, oy = Ld/2 Z Vg k/— { i on_g ong + nook~k’5cp_k6cpk/} .
kK o

(92)

Dabei haben wir zunéchst eine endliche Systemgréfie angenommen. Spéater werden wir jedoch
ein ausreichend grofles System annehmen um von der Summation zur Integration iibergehen zu
konnen. Nun wird eine Bogoliubov-Transformation durchgefiithrt. Diese ist wie folgt definiert
[19]:

. a 1
i0pr = \/ = (7 — 7k): ong, = (Ve + 7Zg) (93)
2 2 ag
€L h2k2
mit den Abkiirzungen ar = ——, 62 = —— und ¢ = 62(62 + 2u). Die Bogoliubov-
2noo€, 2m

Transformation ist genau so konstruiert, dass die neuen komplexen Feldamplituden ~ und
~* ebenfalls kanonisch konjugierte Variablen sind, wie auch én und dp. Des Weiteren sind
die Koeffizienten genau so gewihlt, dass F(©) nach der Transformation diagonal in ~ und ~*
ist. Zudem kann man durch kanonische Quantisierung von den komplexen Feldamplituden zu
den Erzeugern und Vernichtern 4 und v iibergehen und erhilt somit den fiir unser System
relevanten Hamiltonian:

1 1
ao= 2 Z(Ek%t T+ kR ) + I ZWkk/ (Vv + Y-k WT_k/)
2 ek
ZYkk’ Yok + YA, (94)
Lt k.k'

wobei die Erzeuger und Vernichter die bosonischen Kommutatorrelationen erfiillen:
s ] = rp) = 0 und s V) = S - (95)

Der erste Term auf der rechten Seite von (94) beschreibt das System ohne Potential, d.h. An-

regungen mit dem uns bereits bekannten Bogoliubov-Anregungsspektrum €, = \/62(62 +2u)
(vgl. Abschnitt 2.5). Durch das externe Potential treten nun noch zwei weitere Terme auf.
Der zweite Term auf der rechten Seite beschreibt die Streuung der Teilchen vom Zustand
k ins Kondensat und aus dem Kondensat in den Zustand k' mit der Amplitude Wy, . Der
letzte Term beschreibt die Erzeugung bzw. die Vernichtung von Anregungspaaren mit der
Amplitude Y;/. Die Amplituden besitzen dabei folgende Form:
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K2 eV €, € €/
Wik = o— g | (| 22 (K + K? — k- k) — Mk k! 96
kk 3 Vp—k e (k= + ) & 52, ) (96)

. /62 62’ 2 2 ’ €k €k /
Ykk/—%vk_k/ @(k +k —kk)+ Ekeglkk . (97)

Die Darstellungen dieses Abschnitts basieren vorwiegend auf [19]. Der Hamiltonian in [19]
beriicksichtigt jedoch nur den “W-Term”, d.h. normale Streuprozesse, und zudem noch mit der
Einschriankung auf elastische Streuung und nicht, wie hier dargestellt, auch den “Y-Beitrag”.
Dieser Hamiltonian soll nun unser System beschreiben und liefert die Bewegungsgleichungen,
die im nédchsten Abschnitt behandelt werden.

[e=]

4.2 Bewegungsgleichungen und Greensche Operatoren

Zunéchst werden die Bewegungsgleichungen der Erzeuger und Vernichter 'y;i und g aufge-

stellt. Anschliefend werden retardierte Greensche Operatoren definiert, deren Bewegungs-
gleichungen in einer Blockmatrixdarstellung zu einer Bewegungsgleichung fiir einen Matrix-
Propagator zusammengefasst werden koénnen. Analog zu Abschnitt 3.1.2 kommt man durch
Iteration dieser Bewegungsgleichung zur Bornschen Reihe fiir den Matrix-Propagator. Auch
hier wird {iber die Umordnung dieser Reihe zur Dyson-Gleichung letztendlich die Selbstener-
gie des Systems definiert.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Erzeuger und Vernichter ergeben sich aus dem Kommutator
mit dem Hamilton-Operator (94)

w20 o, a2 g %)
und lauten somit:
- 2 2 T
ihA(t) =epyr(t) + T2 %:Wkk" Y () + T2 %;Ykk" Y, (99)
P40 = el 0) — oo > Wi 30 - » > Ve w0 (100

Ziel ist es nun Greensche Operatoren zu finden, die die Dynamik unseres Systems beschreiben.
Dazu definiert man sich zunéchst in iiblicher Weise [20] den retardierten Greenschen Operator
iiber den Kommutator der Erzeuger und Vernichter:

7

G (kK tt) = —

>t

ot — 1) <hk<t>, v,i,<t'>]> | (101)
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Um nun fiir G eine Bewegungsgleichung zu finden bildet man die Zeitableitung von G unter
Verwendung der Bewegungsgleichungen (99) und (100). Da aber — wie aus diesen ersicht-
lich ist — die Bewegungsgleichungen fiir v und 4 koppeln, ist die Bewegungsgleichung von
G ebenfalls an andere Greensche Operatoren gekoppelt. Dies hat die Einfithrung weiterer
Greenscher Operatoren zur Folge:

Gl (kK t,t) = —;9@—t’)<[7,1(t),7k/(t')}>, (102)
) = =6 = O [oa0.w )] ), (103)

FT(kvk/7t7t/) = _%0@ - t/) <[7T_k(t)7'7;[/(t/)]> : (104)

Diese lassen sich nun zu einem Matrix-Propagator zusammenfassen:

_ (G F
G = (FT GT) ) (105)
Somit lassen sich die Bewegungsgleichungen in geschlossener Form in Matrixdarstellung an-
geben:
. 1 0 Y , 2 W Y
zh(o 1>G—6(t—t)]l+{e+Ld/2<Y W)}G (106)
mit (€) i = €40k k- Diese Bewegungsgleichung fiir G hat nach Fourier-Transformation in den
w-Raum die Gestalt
-1
(GY) 0 2 <W Y)
4 ]1G=1+ — G. 107
(0 Gg) ) Ls \Y W)= (107)
————

Dabei bezeichnen Gg und G die freien Propagatoren des Systems ohne Unordnungspotential:

1 1
1) 1 Gy 5= N
hw — €, +i07F k.k (Go ) —hw — €, + 107t

(G = Opkr - (108)

Auch hier kann G durch Iteration der Gleichung (107) als Bornsche Reihe geschrieben werden:

G =Gy + GoVGy + GoVGyVGy + -+ (109)

mit Gp und V wie in (107) definiert. Nun muss wieder iiber alle Unordnungsrealisierungen
gemittelt werden um den Matrix-Propagator im effektiven Medium zu erhalten:

Q:Go—FGOvGQ—i—GoVGoVGQ—I—"-. (110)
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Dies fiithrt dazu, dass sich diese Reihe wieder im Rahmen der diagrammatischen Stérungs-
theorie zur Dyson-Gleichung ordnen l&sst:

G =G+ GG & G =Gt -3 (111)

Y. bezeichnet hier wieder die Selbstenergie, die alle irreduziblen Beitrige von V + VGoV +
VGoVGyV + - - - enthiilt. Der néchste Abschnitt beschéftigt sich nun mit der Berechnung der
Selbstenergie, deren erster Block wieder als Korrektur der Dispersionsrelation aufzufassen ist.

4.3 Selbstenergie

In diesem Abschnitt wird nun die Selbstenergie ¥ in einer Dimension in Bornscher Néherung
berechnet. Dabei wird kurz auf den Imaginérteil von ¥ eingegangen, der die Lebensdauer
der Anregungen beschreibt. Im Vordergrund steht aber der Realteil von ¥ und die Korrektur
zur Schallgeschwindigkeit. Dabei wird ein allgemeiner Ausdruck fiir den Realteil hergeleitet,
der, wie auch die Schallgeschwindigkeitskorrektur, fiir eine konkrete Korrelationsfunktion des
Unordnungspotentials numerisch berechnet werden kann. Es ergibt sich wieder eine negative
Korrektur, die in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Kapitel 3 steht.

Bei der Berechnung der Selbstenergie beschrinkt man sich hier wieder auf die Bornsche
Niherung, d.h. man beriicksichtigt nur Terme bis zur Ordnung V2. Der Term V ~ V lie-
fert nachVoraussetzungg (vgl. Kap. 2.1) keinen Beitrag. Héitte man das Funktional (87) bis
zur zweiten Ordnung in V' entwickelt, miisste man an dieser Stelle einen zusétzlichen Beitrag
in V ~ V2 beriicksichtigen (siche Kap. 5.4). Aber hier bleibt nur der Ausdruck VGoV:

(112)

vov - L WGiW +YGyY WGIY +YG;W

O T L\YGIW WG Y YGIY + WG, W)
So wie GS’ die Dispersionsrelation des ungestorten Systems beinhaltet, so beschreibt der nor-
male Propagator G (1. Zeile, 1. Spalte des gemittelten Matrix-Propagators G) das Anregungs-

spektrum im Unordnungspotential. Somit ist der fiir uns relevante Beitrag der Matrixeintrag
der 1. Zeile und 1. Spalte aus (112):

4

Du = (wesw +vegy) . (113)

Unter der Annahme eines hinreichend grofien Systems kann man von der diskreten Summation
zur Integration iibergehen. Mit der Abkiirzung

lautet der erste Beitrag somit
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2

(7|4/G‘1}) k _ / ]{j, k, Akk/ Ak)”k”, 7‘%]6/ ‘/k'”/” 6(k/ kj)
0 kk" — —oH5— d d — —k —

L+ 15 (k= K21+ 15 (k" — k)2 hw — e + 07
(115)

p2m

Nach Einsetzen der allgemeinen Korrelationsfunktion im k-Raum (4) aus Abschnitt 2.1
ViVie = 6(k + K)VZo C(ko) (116)
konnen die J-Funktionen ausgewertet werden. Des Weiteren verwendet man hier wieder die

On-Shell-Nédherung Aiw = €, da auch hier die Korrektur zur Dispersionsrelation von der
Ordnung V? und somit klein ist. Somit erhélt man in einer Dimension:

P 2125 , C((k — ¥
SWeW) = —22 P/dk’ A ; ( = )o) (117)
™ 52 (k — k)2 } €k — €/
A2,
- 1'2‘;02 / K 3(e — ) B Oo((k — K)o).

[1 + £k - k;f)?]

Das Integral ist dabei wieder mittels Plemelj-Sochozki-Relation [21] in Real- und Imaginérteil

aufgeteilt worden. Mit dem Beitrag Y'G;Y kann man analog verfahren:

2 - 2VZio B2, C((k — K)o
;(YGO Y = ,u207r / dK’ o kk - (_(ek — ei/) (118)
[1 + £k — kf)?]
Dabei ist folgende Bezeichnung verwendet worden:
Ykk:’ = Bkk:’ Vg—k! - (119)

Der “Y-Beitrag” ist rein reell, da der Integrand fiir £ # 0 keinen Pol besitzt. Im Folgenden
werden wir uns mit den Auswertungen dieser Integrale beschiftigen. Begonnen wird dabei
mit dem Imaginérteil von 311.

4.3.1 Imaginérteil der Selbstenergie

Der Imaginirteil kann iiber die Delta-Funktion leicht ausgewertet werden. Dazu benétigt man
nur die Relation

N

5(f(x) =D 6z — z;)

i=1

of

— 12
el (120)

Dabei sind die x; die Nullstellen von f(z). Damit erhélt man
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afk/ a€k’ -
— ) = o /
(S(Ek Gk) 5(k k) ‘ B . + (5(]€ + k) ‘ o L (121)
ke
= —— o [6(k—K) + 6(k+ K. (122)
2€) () + 1)
Fiir den Imaginérteil ergibt sich somit
2V2o k €y, A% —k
3(8y1) = ——2 AL, C(0) + —————— C(—2k 123
SE) = —= 5 sy | CO + a2

Nun wird wieder die dimensionslose Grofle k = k¢ eingefiihrt. Mit den Amplituden A, ,, bzw.
Ay _y (sieche Anhang A.5)

2
o)
A%, = T (124)

K2+ 2 moh

eingesetzt in (123) erhilt man den Imaginérteil der Selbstenergie

o __EV:E kK2 (K2 + 2) 5.0
S(En) = 0 RSN C(0) + O 2,%6) : (125)

Dieser ist in Einheiten des chemischen Potentials ;1 in Abhéingigkeit von x = £k und fiir
verschiedene Werte von o /¢ fiir den Fall einer Gau-Korrelationsfunktion in Abbildung 16
dargestellt.

Der Imaginérteil der Selbstenergie ist indirekt proportional zur Lebensdauer 7 der Anre-
gungen, ¥(X) = —1/(27). In Abbildung 16 sieht man, dass Zustdnde mit sehr kleinen Wel-
lenzahlen x < 1, d.h. Schallwellen, und sehr grofien Wellenzahlen « > 1, d.h. Anregun-
gen mit Teilchencharakter, besonders langlebig sind. Wihrenddessen werden Anregungen im
Ubergangsbereich zwischen diesen beiden Regimen besonders stark gestreut. Die Streurate
1/7 héngt dabei quadratisch von Vj ab, was leicht an Gl. (125) abzulesen ist. Die Lage des
Minimums des Imaginérteils hdngt jedoch nicht von Vg ab. Es bleibt noch die Abhéngigkeit
von o/& zu untersuchen. Fiir grofie Werte von ko kann der Term ~ C(2k0/€) in (125) ver-
nachléssigt werden und somit ergibt sich fiir den Imaginérteil:

2 2 (12 1+ 2
3W(zyy) = _LVg o hyR(R? A 2) c(0), (126)

was dem Grenzfall 0/§ — oo entspricht. Fiir grole Werte von o/ héngt somit die Lage des
Minimums von (X11) nicht mehr von o/¢ ab. Fiir kleine Werte von o/¢ kann C(2k0/€) ~
C(0) angenommen werden. Im Grenzfall o/ — 0 ergibt sich fiir 3(X11) folglich:
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Abbildung 16: Imagindrteil der Selbstenergie in FEinheiten des chemischen Potentials in
Abhingigkeit von k = k& fiir verschiedene Werte der Korrelationslinge o des Potentials im
Verhdltnis zur Kohdrenzlinge &.

K/ K2 (K2 + 2)

1 o
s W22 (127)

Fiir kleine Werte von o /¢ hingt die Lage des Minimums also ebenfalls nicht mehr von o/
ab. Um zu kliren, was im Ubergangsbereich von kleinen zu groBen Werten von o /¢ geschieht,
ist der Imaginérteil der Selbstenergie in Abhéngigkeit von x noch einmal in Abbildung 17
dargestellt. Abgebildet sind dabei vier Kurven fiir verschiedene Werte von o /¢, angefangen
von o/€ = 0.001 (gelb) bis 0/& = 20 (rot). Zusiitzlich sind noch die Grenzfille I(M (1)
und 3 (21;) (schwarz-gestrichelt) eingezeichnet. Um einen direkten Vergleich zwischen den
Kurven zu ermdglichen, ist der Faktor /¢ in die Skala der y-Achse mit einbezogen worden.
Die Kurve fiir 6/¢6 = 0.001 fillt bereits mit dem Grenzfall 3(®(31;) und die Kurve fiir
o/¢ = 20 mit SV (S;;) zusammen. In beiden Grenzfillen liegt das Minimum beim selben
Wert fiir &, da sich die beiden Grenzfille nur um einen Faktor 2 unterscheiden. Die Lage des
Minimums verschiebt sich im Ubergangsbereich zwischen kleinen und groBen Werten von o /&
etwas zu kleineren x hin. Die Verschiebung der Lage des Minimums bewegt sich also in einem
kleinen Wertebereich von s zwischen 1 und 2. Man kann auch erkennen, dass die dazwischen
liegenden Kurven fiir 0/§ = 0.2 und o/ = 0.4 fiir grofie k (ko > 1) mit dem Grenzfall
3 (24;) iibereinstimmen und fiir kleine & (ko < 1) mit M ().

Somit kann man zusammenfassend sagen, dass in den Grenzfillen ko < 1 und ko > 1 die
Streurate linear von o/¢ abhingt. Maximale Streuung der Anregungen findet dabei im Be-
reich k = 1 bis k = 2 statt, wobei sich im Ubergangsbereich von kleinen zu grofen Werten
von /¢ die Lage des Maximums der Streurate leicht zu kleineren  hin verschiebt. Relevant
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Abbildung 17: Imagindrteil der Selbstenergie in Finheiten des chemischen Potentials in
Abhingigkeit von k = k€ fiir verschiedene Werte von /¢ im Ubergangsbereich von klei-
nen zu grofien Korrelationslingen im Verhdiltnis zur Kohdrenzlinge (bunt) und die Grenzfille
SM(811)/p und S (S11) /1 (schwarz).

bei diesen Betrachtungen ist die Lebensdauer von Anregungen im Schallregime k < 1. Wie
in Abbildung 17 zu erkennen ist, ist die Lebensdauer von Schallwellen bei sehr schwach kor-
relierter Unordnung kiirzer als bei Unordnung mit grofler Korrelationsldnge. Dies spielt vor
allem bei der Simulation der Ausbreitung von Schallwellen eine Rolle, da die Integrationszeit
nicht langer gewihlt werden darf als die Lebensdauer der Anregung (siche Kapitel 5).

4.3.2 Realteil der Selbstenergie und Korrektur zur Schallgeschwindigkeit

Nun wird der Realteil von X berechnet und in einen Ausdruck fiir die relative Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit umgeformt. Der Realteil in ausfiihrlicher Schreibweise mit den ausge-
schriebenen Amplituden (96) und (97) sieht nun wie folgt aus:

8 € Ext €) e,

TP <(“ =) Z) e—le]

Vio / € 62’ 2 2 ' €r Ex! / i
+ dr S E (k" + K* — Kk-K) + KR

8w € €x € e,

1 no 1
14 3(k — /43/)2]2 ¢ <(K =) 5) —€k — Gn’] (128)

2
V2 0 0/ €
REn) = 00?/d/1’[< ﬂ(,@2+,€/2_,€.,€/)_ € 60 H.H’)
1
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mit €, = py/K2(k2 +2) und € = pkx?. Der Realteil von 3y; liefert nun eine Korrektur zur
Dispersionsrelation (vgl. GL. (111)):

hw = €, + %(211) . (129)

Die Schallgeschwindigkeit erhélt man durch Division durch Ak, da die Dispersionsrelation e
im Schall-Regime linear verlauft:

e = V2ulk fir &k < 1. (130)

Somit sieht die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit wie folgt aus:

_c—C € + %(211) — €L _ %(211) _ %(211)
Co €k €L \/Elukf .

(131)

Das Integral (128) kann numerisch berechnet werden. In Abbildung 18 ist der Realteil der
Selbstenergie in Relation zur ungestorten Dispersionsrelation €, = py/k2(k? + 2) dargestellt.
Dies entspricht gerade der relativen Korrektur zur Schallgeschwindigkeit fiir x < 1. Diese ist
fiir den Fall einer gauB-korrelierten Unordnung in Abhéngigkeit von x = £k fiir verschiedene
Werte der Korrelationsldnge des Potentials o im Verhiltnis zur Kohérenzldnge £ geplottet.
Der Verlauf der Korrektur fiir die Werte o = 10, o = 30 und ¢ = 100 weist grofe Ahnlichkeit

o/é=1 o/é=10 o/é=30  o/é=100

2 p 0.1 0.2 03 0.4
K

Abbildung 18: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in Abhdngigkeit von k fiir ver-
schiedene Werte von o /& im Fall eines gauf-korrelierten Unordnungspotentials.

mit dem Ergebnis fiir den Verlauf von ¢, aus der hydrodynamischen Wellengleichung (Abb.
9) auf. Es sind wieder die bereits berechneten Grenzfiille zu erkennen: Fiir kleine x, so dass
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ko < 1, liegt fiir diese drei Kurven die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit wieder bei ¢.¢; =
—VE/(2u?). Fiir ko >> 1 lisst sich auch die Vorhersage ¢, = —3V{Z/(8?) bestétigen, was v.a.
an der Kurve fiir 0/ = 100 zu sehen ist. Jedoch weichen die Kurven fiir weiter zunehmende x
wieder von diesem Wert ab, da fiir zu grofle x die Bedingung k < 1 nicht mehr erfiillt ist. Dass
es in der theoretischen Vorhersage auf der Basis der hydrodynamischen Wellengleichung fiir
zunehmende x nicht zu diesen Abweichungen gekommen ist (vgl. Abbildung 8), liegt daran,

k=0.04 k=0.02  x=0.005 «=0.001

2 n 50 100 150 200 250 300

o/é

Abbildung 19: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in Abhdingigkeit von o/§ fir
verschiedene Werte von k im Fall eines gauf$-korrelierten Unordnungspotentials im Bereich
0<o/&<300.

dass die Bedingung x < 1 Grundvoraussetzung fiir die Vernachldssigung des Quantendrucks
bei der Herleitung der Wellengleichung gewesen ist. D.h. die Vorhersage fiir die Korrektur aus
Abschnitt 3.2 verliert fiir zu grofle x ihre Giiltigkeit. Diese Einschrinkung x < 1 hat man
bei der Entwicklung des Energiefunktionals nicht gemacht. Deshalb gibt Abbildung 18 den
Verlauf des Realteils der Selbstenergie in Relation zu €, auch fiir grofle s realistisch wieder.
Dieser Bereich soll uns hier aber nicht weiter interessieren, da wir uns mit der Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit beschéftigen und uns somit auf den Bereich k < 1 beschrinken.

In Abbildung 18 wird noch ein signifikanter Unterschied zur Vorhersage aus der Wellenglei-
chung deutlich, und zwar das Verhalten fiir kleine Werte von o/, zu sehen an der Kurve fiir
o/¢ = 1. Die Vorhersage aus Abschnitt 3.2 liefert den Wert ¢, = —V§Z/(2u?) fiir 0/¢ — 0,
besitzt aber in diesem Regime aufgrund der Thomas-Fermi-Néherung fiir die Teilchendichte
keine Giiltigkeit. Die mittels Energiefunktionalentwicklung berechnete Korrektur zur Schall-
geschwindigkeit gilt auch im Bereich o < £ und es zeigt sich fiir /¢ = 1 und kK — 0 eine
deutliche Abweichung vom Verhalten der anderen Kurven. Dieses Verhalten ist in den Ab-
bildungen 19 und 20 klarer zu erkennen. Dort ist die relative Korrektur zur Schallgeschwin-
digkeit in Abhéngigkeit von o /¢ fiir verschiedene Werte von k geplottet. Fiir die Bereiche
£ < 1/k < ound £ < 0 < 1/k zeigt der Verlauf der Kurve Ubereinstimmung mit den in
Abschnitt 3.2 analytisch berechneten Grenzfillen: Fiir ¢ > 1/k erhélt man als Korrektur
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k=0.2 k=0.04 k=0.02  «=0.005

2 p 5 10 15 20 25 30

/€

Abbildung 20: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in Abhdngigkeit von o /€ fir ver-
schiedene Werte von o /& im Fall eines gaufS-korrelierten Unordnungspotentials im Bereich
0 <o/¢<30.

2 p 100 200 300 400 500

o/§

Abbildung 21: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit im Fall gaufS-korrelierter Unord-
nung in Abhdngigkeit von o/§ fir k = 0.005. Vergleich der theoretischen Vorhersage auf
der Basis der hydrodynamischen Wellengleichung (rot-gestrichelt) mit dem Ergebnis aus der
Entwicklung des Energiefunktionals (grin).

wieder ¢; = —3VZ/(8u?), was an den Kurven x = 0.04 und x = 0.02 besonders gut zu sehen
ist. Fiir k = 0.005 und « = 0.001 liegt dieses Regime bereits auflerhalb des geplotteten Be-
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Abbildung 22: Vergriflerter Ausschnitt aus Abbildung 21.

reichs. Dafiir sieht man fiir diese beiden Kurven den Grenzfall c.; = —Vi2/(2u%) im Bereich
¢ < 0 < 1/k gut. Dieses Regime ist umso schlechter ausgeprégt, je grofier x ist. So erkennt
man, dass z. B. fiir & = 0.04 der Wert c,; = —V{Z/(21?) nicht erreicht wird. Dies liegt daran,
dass fiir grofere £ (aber immernoch k < 1) die Bedingung ko = ko /{ < 1 nur erfiillt ist,
falls auch o/ klein ist. Dies ist aber wiederum ein anderes Regime unseres Systems (o < &),
das iiber den Ansatz der Wellengleichung aus Abschnitt 3.2 nicht zugénglich gewesen ist.
Dieses Regime ist in Abbildung 20 noch einmal vergréfiert dargestellt. Man erkennt, dass in
diesem Bereich die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit fiir /¢ — 0 verschwindet. In den
Abbildungen 21 und 22 sind die Ergebnisse der theoretischen Vorhersagen fiir die Korrektur
aus der hydrodynamischen Wellengleichung und der Entwicklung des Energiefunktionals fiir
k = 0.005 im direkten Vergleich dargestellt. In Abbildung 21 sieht man deutlich die sehr
gute Ubereinstimmung der beiden Graphen im Bereich ¢ < o, wihrend in Abbildung 22 der
Unterschied der beiden Vorhersagen im Bereich £ > o gut zu erkennen ist.

Diesen Bereich gilt es jetzt noch weiter zu untersuchen um auch fiir dieses Regime eine
giiltige analytische Vorhersage fiir die Schallgeschwindigkeitskorrektur zu erhalten. Des Wei-
teren sollten sich aber auch die analytischen Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 in den anderen
beiden Regimen durch entsprechende Entwicklungen von Gl. (128) reproduzieren lassen. Dies
ist nun die Zielsetzung des néchsten Abschnitts.

4.4 Behandlung von analytisch berechenbaren Grenzfillen

Es kénnen nun bekanntlich drei Regime unterschieden werden. Diese ergeben sich wieder aus
den drei relevanten Lingenskalen und unterscheiden sich im Verhéltnis der Korrelationslédnge
o zur Kohérenzldnge £ bzw. von Korrelationsléinge zur Wellenldnge der Anregung % Grund-
legende Voraussetzung, um sich auf den Schallwellenbereich zu beschrianken, ist natiirlich
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wieder die Bedingung £ < %, d.h. die Kohérenzldnge ist immer kleiner als die Wellenlénge
der Anregung. Somit ergeben sich noch folgende drei Moglichkeiten: o ist die grofite, mittlere
oder kleinste Léngenskala:

el i <o

s Ko K

=

e I K EK

=

In diesen drei Grenzfillen lassen sich einfache analytische Ausdriicke fiir die Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit angeben, die nun im Folgenden berechnet werden.

L. {<1<o

Wir beginnen mit dem Fall, dass die Korrelationsldange o des Potentials die grofite
Langenskala darstellt. Die Argumentation bei der Entwicklung des Realteils der Selbst-
energie (128) ist dabei analog zu Abschnitt 3.3, beinhaltet nur etwas mehr Rechen-
aufwand. In Abbildung 23 ist die Summe der Integranden beider Integrale aus (128)
dargestellt. Die Korrelationsfunktion, in diesem Fall eine Gauf3-Kurve, ist wieder se-
parat abgebildet. Der Integrand besitzt zwei Pole bei k' = £k, die jeweils wieder der
Vorwirts- und Riickstreuung der Anregung entsprechen. Wie aus der Abbildung her-
vorgeht, ist die Korrelationsfunktion fiir & > 1/k um den Pol bei ' = k zentriert und
schneidet den Integranden bereits vor K = —k ab, so dass der Riickstreupol nicht mehr
zum Integral beitrigt und in diesem Fall nur Vorwértsstreuung auftritt.

elastische — -f]——  clastische
Riick- Vorwarts-
streuung streuung
K/
-k A

Abbildung 23: Qualitative Darstellung des Integranden von (60) mit separat
abgebildeter Korrelationsfunktion fir o > %

Die beiden Terme 1/(e, — €,/) und 1/(e, + €,) lassen sich so umformen, dass die Pole,
insbesondere der bei k' = k, als separate Faktoren im Integranden auftreten:
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1 1 RE(RE 4 2) + RP(K? + 2) (132)
VEZ (K2 + 2) — /K2 (K? + 2) k= (k + K) (K% + K2 + 2) ’

1 1 RE(R2 + 2) — RP (K2 + 2) (133)
VEE(Z +2) + V2 (k2 +2) -+ (k+R)EEFRZ4+2)

Somit kann der Integrand, ausgenommen der Korrelationsfunktion und der Polstelle bei
k' = Kk, in kK" um das Maximum der Korrelationsfunktion bei k' = x entwickelt werden.
Mit der Substitution z = k — &’ kann das Integral nun wie folgt geschrieben werden:

R(S1) = 8‘;0255 {/dm;C <x‘§’> Fz, k) + /dx;C (:,;Z) g(x,,f)} . (134)

O.B.d.A. kann auch hier wieder £ > 0 angenommen werden. Die Funktionen f(x, x) und
g(z, k) beinhalten dabei alle iibrigen auftretenden Terme, die aus Ubersichtlichkeits-
griinden hier nicht explizit angegeben werden. Entwickeln der Funktionen f(x,x) und
g(z, k) um x = 0 bis zur linearen Ordnung liefert

RS, = V07 {/dx lco(k) + o1 (k) ] c<xz> (135)

87 e é
4 /dm (do(k) + di (k)] éc (Jg)} (136)

mit den Entwicklungskoeffizienten

B 2 k2 er(r) = Kkt (k* — K2 — 4)
colw) = (k2 + 1)VKZ + 2 1) = (1 + k2)2 [k2 (k2 + 2)]%2’ (187)
K I€2 2
do(r) =0, (k) = — M (138)

Um eine in k lineare Korrektur zur Dispersionsrelation zu finden, entwickelt man diese
Koeffizienten bis zur linearen Ordnung in k. Dies liefert das verbleibende Integral
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3‘/020' \/5 —ixSr
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T ZWﬁ/dxdr {K(T)e }
2o V2
= —§VO Uli/dr 27r§5(7‘)K(7“)
8 ué 2w o
2
__3VeWw (139)
8 pu
Damit erhélt man fiir die Dispersionsrelation
3 V§
e = V2uke (18ug> (140)

und fiir die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit:

Crot = —= -0 (141)

Dieses Ergebnis steht somit in Einklang mit dem Resultat aus Abschnitt 3.3.
Kok %

In diesem Fall ist die Korrelationslange o des Potentials wesentlich grofler als die
Kohirenzlange €. AuBlerdem wird in diesem Fall angenommen, dass ¢ kleiner ist als
die Wellenlénge der Anregung. Somit iiberdeckt die Korrelationsfunktion, wie in Abbil-
dung 24 dargestellt, beide Pole. Beide Pole tragen also gleichermaflen zum Integral bei
und es tritt sowohl Vorwérts- als auch Riickstreuung auf.

Somit kann das Integral (128) zunéchst fiir kleine x entwickelt werden, und zwar bis zur
linearen Ordnung;:

V2o V2K K 1 o
) = — R L 2ok — 'Z) L (142
R(S11) T dr <5,2+2 + fn) (1+§H/2)20<H §> (142)

Da auch o > £ gilt, kann der Integrand ausgenommen der Korrelationsfunktion in ' um
das Maximum der Korrelationsfunktion bei " = 0 bis zur linearen Ordnung entwickelt
werden. Die erste Ordnung in «’ verschwindet. Es bleibt also nur den Integranden bis
auf die Korrelationsfunktion an der Stelle " = 0 auszuwerten und man erhilt fiir den
Realteil der Selbstenergie in linearer Ordnung in :
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Rick- Vorwaérts-
streuung streuung

Abbildung 24: Qualitative Darstellung des Integranden von (60) mit separat
abgebildeter Korrelationsfunktion fir o < %

R) = -~ gireavin [are (+¢) = T Vs 2m KO

V2V
———K
2p

Die korrigierte Dispersionsrelation ergibt sich damit zu

1 Vg

und die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit betrégt:

Crel = — 3 2 -

(143)

(144)

(145)

Auch hier stimmt das Ergebnis wieder mit dem Resultat aus Abschnitt 3.3 {iberein.

Lo EL

Fiir sehr kleine Korrelationsldngen, bzw. im Grenzfall der §-Korrelation, ist die Korre-
lationsfunktion im k-Raum konstant, wie in Abbildung 25 dargestellt, mit der Konstan-
ten C(0) und die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit verschwindet linear fiir o — 0
bei konstantem Vp, was an Gl. (128) leicht abzulesen ist. In diesem Fall variiert das Po-
tential auf so kurzen Lingenskalen, dass die Teilchendichte der Potentialénderung nicht
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mehr folgen kann und kaum noch von der Kondensatdichte ohne Potential no = v/pt/g
abweicht (vgl. Abb. 7 unten). Folglich ist auch das Verschwinden der Schallgeschwindig-
keitskorrektur fiir ¢ — 0 plausibel. Die Steigung, mit der die Korrektur verschwindet,
wird im Folgenden berechnet.

elastische ——— = | ~——— elastische

Ruck- Vorwarts-
streuung streuung

Abbildung 25: Qualitative Darstellung des Integranden von (60) mit separat
abgebildeter Korrelationsfunktion fir o — 0.

Analog zu Fall 2 kann der Integrand auch hier in « bis zur linearen Ordnung entwickelt
werden, was einen analytisch integrierbaren Ausdruck liefert:

Vio 442 (4 + 2K + k) 7 Vio
Ro) = g0 [ar EEEREEE) R oo, g

Die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit ergibt sich somit zu:

o 7 VOQU
rel 16\/5/125

C(0). (147)

Anders als in den anderen beiden Grenzfillen ergibt sich hier eine Korrektur, die noch
von der (k = 0)-Komponente der Korrelationsfunktion abhéngt. Somit erhélt man fiir
ein Speckle-Potential mit C'(0)speckie = 7 als Korrektur zur Schallgeschwindigkeit

7 Vi o

Crel,Speckle = _m T F E (148)

und im Fall einer Gauischen Unordnung mit C(0)geus = V27
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7 V2o
Crel,GauBl = _E \/7?702 E . (149)

Somit hat man nun auch einen analytischen Ausdruck fiir die Korrektur zur Schall-
geschwindigkeit im Bereich o < ¢ gefunden, was im Rahmen der hydrodynamischen
Theorie basierend auf der Wellengleichung aus Abschnitt 3.2 nicht moglich war.

4.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Wir haben nun auf Basis einer stérungstheoretischen Behandlung des grolkanonischen Gross-
Pitaevskii-Energiefunktionals den Realteil der Selbstenergie in Bornscher Ndherung berechnen
konnen und somit wieder eine negative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in einer Dimen-
sion erhalten. Der Ausdruck (128) fiir den Realteil selbst ist dabei nicht nur im Schall-Regime
&k < 1 giiltig, sondern kann auch zur Beschreibung teilchenartiger Anregungen herangezogen
werden im Gegensatz zu dem Ergebnis (60) auf Basis der hydrodynamischen Wellengleichung.
Aber wir haben noch eine wichtigere Ergéinzung zur Theorie aus Abschnitt 3.2 gefunden: Es
ist uns mit (128) auch moglich das Regime o < & zu beschreiben und wir haben auch dort
einen analytischen Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeitskorrektur erhalten. Die analyti-
schen Ergebnisse aus den bereits in Abschnitt 3.3 betrachteten Grenzféllen haben wir ebenfalls
reproduzieren konnen. Somit haben wir nun drei Regime mit analytischen Resultaten:

2
¢ ({ <} <o = Crat = — 2%
2
sf<o <t = Crot = — 5 2%
1 _ 7 V020'
.U<<£<<E = CTEZ__WFEC(O)

Die analytischen Ausdriicke fiir die Schallgeschwindigkeitskorrektur hingen im Bereich £ < o
nur vom Verhéltnis der Potentialstirke zum chemischen Potential ab. Im Bereich £ > o
verschwindet die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit linear mit 0/ — 0 und einer Stei-
gung die nur von Vy/p und der (k = 0)-Komponente der Korrelationsfunktion abhéngt. Um
diese Resultate in graphischer Form zusammenzufassen, sind diese drei Grenzfille in Ab-
bildung 26 zusammen mit der numerisch berechneten Korrektur zur Schallgeschwindigkeit
fiir eine Speckle-Unordnung in Abhéingigkeit von o /¢ dargestellt. Die negative Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit steht im Einklang mit den Vorhersagen aus [10] und [11], jedoch im Wi-
derspruch zu [12]. Um unsere Ergebnisse zu untermauern, wird eine numerische Simulation zur
Ausbreitung von Schallwellen im ungeordneten Bose-Einstein-Kondensat herangezogen. Die-
se Simulation ist fiir gaufi-korrelierte und Speckle-Unordnung realisiert worden und bestétigt
unsere theoretischen Resultate, wie im néchsten Kapitel gezeigt wird.
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Abbildung 26: Relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit in Abhdngigkeit von o /€. Nu-
merisches Ergebnis fiir eine Speckle-Unordnung fiir verschiedene Werte von k (bunt) und
analytische Resultate der Grenzfille (schwarz-gestrichelt).
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5 Vergleich der Ergebnisse mit der numerischen Simulation

In diesem Kapitel wird eine numerische Simulation zur Ausbreitung von Schallwellen im
Bose-Einstein-Kondensat vorgestellt. Diese Simulation wurde sowohl mit einer Gaufischen
Unordnung als auch mit einem Speckle-Potential durchgefiihrt. Ziel ist es hier eine numeri-
sche Untermauerung der Theorie und der berechneten Korrekturen zur Schallgeschwindigkeit
zu erhalten und Abweichungen der theoretischen Resultate von den Ergebnissen der Simula-
tion zu erkliren. Zunichst wird ein grober Uberblick iiber die Arbeitsweise des Programms
gegeben und im Anschluss daran auf die einzelnen Programmbestandteile niher eingegangen.
Es werden die mit der Simulation erzeugten Messergebnisse présentiert, mit den theoretischen
Resultaten verglichen und eine Ergéinzung der Theorie dargelegt, die die Ubereinstimmung
von Simulation und Theorie verbessert.

5.1 Prinzipielle Funktionsweise des Programms im Uberblick

Die Arbeitsweise des Programmes basiert auf der numerischen Integration der Gross-Pitaevskii
Gleichung (16). Zunéichst wird mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators ein Unordnungspoten-
tial generiert, das die gewiinschten statistischen Eigenschaften aufweist. Das Programm be-
rechnet dann den Grundzustand des Kondensats, auf den daraufhin eine Bogoliubov-Mode
als Anregung gegeben wird, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit bestimmt wird. Dies wird
fiir eine bestimmte Anzahl von Unordnungsrealisierungen durchgefiihrt und anschliefend
iiber die Schallgeschwindigkeiten der einzelnen Durchldufe gemittelt. Dabei werden die Para-
meterwerte Potentialstirke %, Anregungsamplitude A, Korrelationslinge des Potentials o,
Kohérenzldnge £ und Anzahl der Wellenldngen n,,, die die Systemgrofie umfassen soll, dem
Programm {ibergeben. Das System besteht aus einer vorgegebenen Anzahl von N Gitter-
punkten, wobei die Gitterkonstante, die auf 1 gesetzt worden ist, als Langeneinheit dient. Die
Wellenzahl k£ der Anregung lésst sich aus den vorgegeben Werten errechnen durch
2 27y

k=5 ="%"" (150)

Zur Vereinfachung wurden A und m (Masse) gleich 1 gesetzt. Somit ergibt sich das chemische
Potential mit Gleichung (41) zu

p= . (151)

Des Weiteren haben wir g = p gewihlt, woraus sich mit Gleichung (18) fiir die Kondensatdich-
te ohne Potential no, = 1 ergibt. Zu beachten sind noch die Verhéltnisse der unterschiedlichen
Langenskalen, die in der Simulation von Relevanz sind. Die Gréflen, die diese Langenskalen
vorgeben, sind die Systemgrofie IV, die Korrelationslinge des Potentials o, die Kohérenzlénge
€ und die Wellenldnge der Anregung. Aufgrund des diskreten Gitters sollten diese Gréfien
nicht zu klein gewahlt werden, d.h. mindestens fiinf Gitterpunkte umfassen. Des Weiteren
sollten Wellenlénge, £ und o deutlich kleiner als die Systemgrofie sein um Finite-Size-Effekte
zu minimieren.
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5.2 Programmbestandteile

o Erzeugung eines gauf3-korrelierten Unordnungspotentials

Ein Zufallszahlengenerator erzeugt gleichverteilte Zufallszahlen. Ein Paar gleichverteil-
ter Zufallszahlen geht mit Hilfe der Box-Muller-Transformation in ein Paar normalver-
teilter Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 1 {iber. Durch Faltung
mit einer Gau3-Funktion, in die die gewiinschte Korrelationsldnge des Potentials eingeht,
erhélt man somit ein Unordnungspotential mit Gaufl-Korrelation der Korrelationslédnge
o. Nun sind noch die statistischen Eigenschaften des Unordnungspotentials V' = 0 und
V(r)V(r) = V@ sicherzustellen. Bei einer sehr grofien Anzahl an Realisierungen stellt
sich V aufgrund der Normalverteilung der Zufallszahlen mit Mittelwert 0 von selbst ein.
Um jedoch den zeitlichen Aufwand im Rahmen zu halten, wird der rdumliche Mittelwert
des Unordnungspotentials jeder Realisierung auf 0 gesetzt, was V = 0 im Unordnungs-
mittel zur Folge hat. Durch Normierung des Potentials gewéhrleistet man zudem noch
die Bedingung V (r)V (r) = V&
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Abbildung 27: Gaufs-korreliertes Unordnungspotential in Finheiten des
chemischen Potentials p aufgetragen gegen den Ort r in Finheiten der
Korrelationslinge o.

Als Beispiel ist eine Realisierung der Gaufischen Unordnung in Abbildung 27 dargestellt.
Das Potential V' wurde dabei in Einheiten des chemischen Potentials p gegen den Ort
r in Einheiten der Korrelationslinge o aufgetragen. Der Mittelwert des Potentials bei
V = 0 ist ebenfalls als schwarze Linie eingezeichnet. Die Abbildung zeigt deutlich die
Variation des Potentials auf der Langenskala o.

¢ Erzeugung eines Speckle-Potentials

Bei der Erzeugung eines Speckle-Potentials werden ebene Wellen mit zufélligen komple-
xen Amplituden iiberlagert. Die Real- und Imaginérteile dieser Amplituden sind nor-
malverteilte Zufallszahlen, die analog zur Gauschen Unordnung erzeugt werden. Dabei
ist die Systemgrofle immer ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenldngen der ebenen
Wellen, d.h. es gilt fiir die Wellenzahlen

2m N
=T delot,., . 152
k v ze[O WU] (152)
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Um der Speckle-Statistik gerecht zu werden ist die maximale Wellenzahl k., = %,

vgl. Abbildung 5. Das Potential ergibt sich nun aus dem Betragsquadrat der zufélligen
Superposition dieser ebenen Wellen (vgl. Kap. 1.2) mit entsprechender Normierung um
V =0und V(r)V(r) = Vi zu gewiihrleisten. In Abbildung 28 ist ein durch die Simulati-
on erzeugtes Speckle-Potential abgebildet. Hier sieht man deutlich den Unterschied zur
Gaufischen Unordnung, denn das Speckle-Potential besitzt eine wohldefinierte Basisli-
nie bedingt durch das Betragsquadrat, ist nach oben nicht beschrinkt und weist somit,
zwar mit entsprechend geringer Wahrscheinlichkeit, teilweise sehr hohe Potentialpeaks
auf.
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Abbildung 28: Speckle-Unordnung in Finheiten des chemischen Potentials p
aufgetragen gegen den Ort r in Einheiten der Korrelationslinge o.

Grundzustandsberechnung mittels imaginirer Zeitentwicklung

Die Grundzustandsberechnung des Kondensats erfolgt mit Hilfe der imaginéren Zeitent-
wicklung. Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird dabei durch die Gross-Pitaevskii-
Gleichung (16) beschrieben. Nun nutzt man die Tatsache, dass der Grundzustand die
niedrigste Energie besitzt. D.h. die Einfiihrung der imaginéren Zeit 7 = it bewirkt ein
zeitliches Abklingen aller anderen Zustédnde, so dass die Wellenfunktion letztendlich
gegen den Grundzustand konvergiert. Bei der Implementierung wird zur numerischen
Integration der Gross-Pitaevskii-Gleichung in jedem Zeitschritt ein explizites Runge-
Kutta-Verfahren dritter Stufe verwendet [23]. Dabei ist darauf zu achten, dass die Inte-
grationszeit ausreichend lange gewé#hlt wurde, so dass der Grundzustand auskonvergiert
ist. Im konkreten Fall unserer Messungen wurde eine Integrationszeit von 40000 Zeit-
schritten gewahlt.

Zeitentwicklung der Anregung und Bestimmung der Schallgeschwindigkeit

Nachdem der Grundzustand berechnet worden ist, wird zu diesem eine Bogoliubov-Mode
der Form

0

S0 = A (Z:cos(kn") - isin(kr)) (153)
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addiert. Dabei bezeichnet A die Anregungsamplitude, die dem Programm iibergeben
wird. Auch hier wird die zeitliche Entwicklung dieses Zustands wieder durch die Gross-
Pitaevskii-Gleichung beschrieben, welche wiederum in jedem Zeitschritt durch das be-
reits erwihnte Runge-Kutta-Verfahren integriert wird. Aufgrund dieser Anfangsbedin-
gung (153) bewegt sich diese Welle bei der Zeitentwicklung fort und es gilt nun die
Schallgeschwindigkeit zu bestimmen. Betrachtet man sich diese einzelne Bogoliubov-
Mode 7, im k-Raum, so rotiert die Phase der Anregung zeitlich mit einer Frequenz,
die gleich der Energie € der Anregung ist. Durch Auftragung dieser Phase gegen die
Zeit erhélt man nach linearer Regression eine Gerade, deren Steigung somit der Ener-
gie der Anregung entspricht. Dasselbe Verfahren wird auch auf die Berechnung des
Grundzustands und der Anregungsausbreitung ohne Unordnungspotential angewandt.
Aus der Differenz der so erhaltenen Geradensteigungen kann durch Division durch die
Wellenzahl die Schallgeschwindigkeit und ihre relative Korrektur ermittelt werden:

C—C
Crel = 0 (154)
Co

Dabei bezeichnet ¢y die numerisch bestimmte Schallgeschwindigkeit ohne Unordnung,
¢ diejenige mit Unordnung. Auch hier ist bei der numerischen Integration darauf zu
achten, dass die Integrationszeit ausreichend lange gew&hlt wurde, jedoch nicht ldnger
als die Lebensdauer der Anregung.

5.3 Messergebnisse

Es wurden Messreihen sowohl fiir eine gauB-korrelierte Unordnung als auch fiir ein Speckle-
Potential durchgefiihrt. Dabei wurde bei einem {iber alle Messungen hinweg konstanten Wert
fir k¢ = 0.02 die Schallgeschwindigkeit fiir verschiedene Bereiche der Korrelationslédnge ge-
messen. Wie bereits in den Abbildungen 19, 20 und 26 zu erkennen gewesen ist, ist das
Regime { < 0 < 1/k fiir den Wert k£ = 0.02 nicht besonders gut ausgeprigt und die nume-
risch berechnete theoretische Kurve fiir die relative Schallgeschwindigkeitskorrektur erreicht
nicht ganz den Wert ¢,y = —V2/(2u?), der durch die analytische Rechnung in diesem Re-
gime vorhergesagt wird. Dass wir aber keinen kleineren Wert fiir k¢ wéhlen, bei dem dieses
Regime ausgeprigter wire, liegt an der zu langen Rechenzeit des Simulationsprogramms.
Da ein kleinerer Wert fiir k¢ auch bedeutet, dass das Regime { < 1/k < o erst bei viel
grofferen Werten der Korrelationslinge o erreicht wiirde, und da aber o wesentlich kleiner als
die Systemgrofle N sein sollte um Finite-Size-Effekte klein zu halten, wiirde dies eine Ver-
grofferung des Systems erforderlich machen, was wiederum ldngere Rechenzeiten zur Folge
hétte. Des Weiteren ist aufgrund des diskreten Gitters der Wert der Kohérenzldnge ¢ nach
unten beschréankt und sollte nicht weniger als fiinf Gitterpunkte umfassen. Auch die Anzahl
der Wellenléngen n,,, die das System umfasst ist nach unten begrenzt. Um also einen kleineren
Wert fiir k£ zu wihlen, miisste nach Gl. (150) ebenfalls die Systemgrofie erhoht werden. Somit
ist k€ = 0.02 eine gute Wahl um in einer akzeptablen Rechenzeit alle drei Regime noch gut
sichtbar zu machen. In Abbildung 29 sind die Messergebnisse der Simulation zusammen mit
der theoretischen Kurve fiir die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit und den analyti-
schen Grenzfillen fiir gau3-korrelierte Unordnung dargestellt. Dabei sind die Parameterwerte
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Abbildung 29: Messergebnisse der Simulation, theoretische Vorhersage (durchgezogene Linie)
und analytische Grenzfille (gestrichelt) fiir eine gauf-korrelierte Unordnung.

Vo/p = 0.1 und A = 0.03 gewihlt worden. Die Anregungsamplitude A muss hierbei kleiner
sein als Vj/u, da wir das Energiefunktional (79) nur bis zur quadratischen Ordnung in d¢p und
dn entwickelt haben. D.h. der resultierende Hamiltonian (94) ist von der Ordnung O(~?) mit
v ~ A. Wir haben also Terme der Ordnung O(+3) vernachlissigt, wihrend wir Terme O(y2V)
beriicksichtigt haben. Somit muss A < V/u gelten um unserer Theorie gerecht zu werden.
Die dargestellten Fehler der Messpunkte sind dabei die statistischen Fehler. Der Fehler der
relativen Korrektur zur Schallgeschwindigkeit

Crel = <C> — 0 (155)
Co

berechnet sich mittels Fehlerfortpflanzungsgesetz:

S c 2
Screl = <§> + % 520 . (156)
0 o

Dabei bezeichnet ¢y den Schallgeschwindigkeitswert aus der Simulation ohne Unordnungspo-
tential, dessen Fehler sich aus der Differenz zum theoretischen Wert coipe, = /1t ergibt:

Sep = €0 — \/Ib- (157)

Der Mittelwert (c) bezeichnet dabei die Mittelung der Schallgeschwindigkeiten ¢; der einzelnen
Realisierungen:

() = ancz (158)

i=1

wobei n, die Anzahl der Realisierungen ist. Der statistische Fehler des Mittelwerts (c) ist
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(159)

Wie aus Abbildung 29 hervorgeht, finden wir also eine sehr gute Ubereinstimmung der Mes-
sergebnisse mit unserer theoretischen Vorhersage.
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Abbildung 30: Messergebnisse der Simulation, theoretische Vorhersage (durchgezogene Linie)
und analytische Grenzfille (gestrichelt) fiir eine Speckle-Unordnung.

In Abbildung 30 sind die Ergebnisse der Simulation fiir eine Speckle-Unordnung, zusammen
mit der theoretischen Korrektur zur Schallgeschwindigkeit und den analytischen Grenzfillen
dargestellt. Aufgrund der Speckle-Statistik weist das Speckle-Unordnungspotential im Ver-
gleich zur Gauschen Unordnung viele hohe Potentialspitzen auf. Da man aber darauf achten
muss, dass V/u < 1 auch fiir hohe Peaks noch erfiillt ist, ist fiir die Speckle-Messreihe ein
kleinerer Wert Vp/pu = 0.03 gewihlt worden. Somit muss auch die Anregungsamplitude A,
in diesem Fall A = 0.001, kleiner gewihlt werden um A < V/u zu gewihrleisten. Dies hat
zur Folge, dass die statistischen Schwankungen der Schallgeschwindigkeiten zunehmen, wie in
Abbildung 30 zu sehen ist. Dies liele sich durch eine grofiere Anzahl an Realisierungen be-
heben, was jedoch wieder sehr lange Rechenzeiten zur Folge hétte. Es ist noch zu erwahnen,
dass die Anzahl an Realisierungen nicht fiir alle Messungen die Gleiche gewesen ist. Fiir den
Bereich £ < 1/k < o ist n, kleiner gewihlt worden als in den Anderen, da in diesem Bereich
die Rechenzeiten je Realisierung sehr lange sind, weil fiir groffle Korrelationsléingen auch ein
grofles System erforderlich ist. Somit sind in diesem Bereich auch die statistischen Fehler der
Messpunkte grofler als in den Anderen. Doch auch trotz dieser etwas grofleren Fehler, zeigt
sich in Abbildung 30 eine gute Bestéitigung unserer theoretischen Vorhersage.
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5.4 Erginzung zur Theorie

Lediglich im Bereich ¢ < £ kommt es zu Abweichungen, sowohl fiir Gauf3sche als auch fiir
Speckle-Unordnung. Die Abbildungen 31 und 32 zeigen diesen Bereich noch einmal vergréfiert
und man erkennt eine scheinbar systematische Abweichung der Messpunkte nach oben vergli-

chen mit der theoretischen Kurve. Diese Abweichungen stammen von einem zusétzlichen Bei-
0
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Abbildung 31: Messergebnisse der Simulation und theoretische Vorhersage fiir eine gaufs-
korrelierte Unordnung im Bereich kleiner Werte von o /€.
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Abbildung 32: Messergebnisse der Simulation und theoretische Vorhersage fiir eine Speckle-
Unordnung im Bereich kleiner Werte von o /€.
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trag zur Selbstenergie, der bei der Funktionalentwicklung, wie bereits erwihnt, vernachlassigt
worden ist. Die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit ist von der Ordnung O(V?). Somit muss
fiir eine konsistente Storungsrechnung zweiter Ordnung in V' das Energiefunktional (79) eben-
falls bis zur zweiten Ordnung in V entwickelt werden, was einen zusétzlichen Korrekturterm
zum Realteil der Selbstenergie liefert. Die Berechnung dieses Beitrags wird im Folgenden skiz-
ziert.

Ausgangspunkt ist dabei wieder das Energiefunktional (79). Eine Entwicklung bis zur qua-
dratischen Ordnung in dn und dy liefert wie gehabt:

E[on,8p] = Eg + F[on,dp] + O(n,dp)? (160)

mit F[én,dp] aus Gl. (87) mit dem Unterschied, dass die Grundzustandsdichte ng ebenfalls
bis zur quadratischen Ordnung in V' entwickelt werden muss:

no = neo (1 — o + n?), (161)
wobei n(?) von der Ordnung O(V?) ist. Die anschlieBende Entwicklung des Funktionals in V/

bis zur quadratischen Ordnung liefert nun einen zusétzlichen Term F®)(%) von der Ordnung

O(V?):

F@) = FO + %) + FO(5) (162)

mit F(© und F® aus Gl. (89) und (90). Nach der in (93) definierten Bogoliubov-Transfor-
mation ergibt sich nun folgender Hamiltonian:

1 1 1 2
H = > (b + -k ) + 1 STl + WEYGh e + -k )
k 2 k,k,
1 1 2
+ = DV Y (ke + ) (163)
> kK

Dabei bezeichnen W) und Y (1) die bereits berechneten Amplituden von der Ordnung O(V)
aus Gl. (96) und (97). Zusétzlich dazu erhalten wir noch zwei Beitrige W) und Y®) von
der Ordnung O(V?). Mit diesen zusitzlichen Termen lisst sich die Bewegungsgleichung des
Matrix-Propagators analog zu (107) formulieren:

1 2 /WO Lrw® yO Ly® o
T \yo vy wowe )&

v

Gy'G = (164)

mit Gop aus Gl (107). Dies ldsst sich wieder als Bornsche Reihe schreiben und nach der
Unordnungsmittelung von G zur Dyson-Gleichung (111) ordnen. Fiir die Selbstenergie 311
ergibt sich somit bis zur quadratischen Ordnung in V:
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— 2 — 4§ ——— ]
Y1 W + — W@ + EW(U Ggw®m + —yYWGryW, (165)

2
- La/2 Ld/2 Lé

Da W ~ V, fillt dieser Term aufgrund von V = 0 bei der Unordnungsmittelung weg.
Fiir W® gilt jedoch W® ~ V2. Somit liefert W(2) einen zusiitzlichen Beitrag zum Realteil
der Selbstenergie, in den die Korrelationsfunktion des Unordnungspotentials eingeht und der
rein reell ist, da er keine Polstellen enthélt. Nach etwas langerer Rechnung ergibt sich dieser

Beitrag zu [24]:
2 2 3 2 1
Wc(fﬂf) , (166)
(1 + EKIQ)Q 5

2 —— 1 Vo K
“we = =02 4K
\/; 8m pu & VK2 + 2

Diese Korrektur wirkt sich im Wesentlichen nur im Bereich /¢ ~ 1 aus und féllt, wie in
Abbildung (33) zu sehen ist, fiir zunehmende o /¢ sehr schnell ab. Somit hat der Beitrag W (2)

2 W@
N7z &
vV, 2
013 -0
i

a/¢

2 4 6 8 10

Abbildung 33: Korrekturterm +/2/m W2 /¢, in Abhingigkeit der Korrelationslinge in Rela-
tion zur Kohdrenzlinge.

keinen Einfluss auf die Grenzfille £ < 0 < 1/k und £ < 1/k < 0. Jedoch liefert er eine
Korrektur zum Grenzfall o < €. In diesem Fall kann man die Korrelationsfunktion in (166)
wieder als konstant annehmen mit der Konstanten C(0). Die Linearisierung von (166) in
und anschliefendes Auswerten der Integrale liefert somit

270' — 2
\/;W@) /g0 2‘2?@0(0). (167)

Dies bedeutet fiir die relative Korrektur zur Schallgeschwindigkeit im Grenzfall ¢ < £ unter
Beriicksichtigung von (W®)), ¢_:

I S (U O Y 7 Y S (i
S ATVG (1 7) w2 e 0= a0 (168)
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Abbildung 34: Korrigierte Schallgeschwindigkeitskorrektur (durchgezogene Linie) und ur-

spriingliche Kurve (gestrichelt) zusammen mit den Messergebnissen aus der Simulation fir

Gaufische Unordnung.
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Abbildung 35: Korrigierte Schallgeschwindigkeitskorrektur (durchgezogene Linie) und ur-
spriingliche Kurve (gestrichelt) zusammen mit den Messergebnissen aus der Simulation fiir
eine Speckle-Unordnung.

theoretischen Vorhersage fiir kleine o/¢.

In den Abbildungen 34 und 35 sind die korrigierten theoretischen Kurven dargestellt und man
sieht eine deutlich bessere Ubereinstimmung der Messergebnisse aus der Simulation mit der
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5.5 Weitere Verbesserungsmoglichkeiten

Nun kénnen noch mégliche Fehlerquellen untersucht werden, die Abweichungen der Messwer-
te von der theoretischen Kurve hervorrufen kénnen. Eine mogliche Fehlerquelle ist dabei das
kiinstliche Erzwingen der Normierung V' = 0. Dies hat zum Einen Antikorrelationseffekte zur
Folge und zum Anderen unterdriickt man dadurch Dichtefluktuationen von Realisierung zu
Realisierung, wodurch es aufgrund des nichtlinearen Zusammenhangs von Schallgeschwindig-
keit und Dichte ¢ ~ /n zu einer Verschiebung der mittleren Schallgeschwindigkeit kommen
kann. Dabei handelt es sich um einen Finite-Size-Effekt, da diese kiinstliche Verschiebung des
raumlichen Mittelwerts des Potentials bei jeder Realisierung um so kleiner ist, je grofler das
System im Verhéltnis zur Korrelationslidnge ist, iiber das gemittelt wird. In Abbildung 36
ist der Effekt der Antikorrelation graphisch dargestellt. Dabei sind die Autokorrelationsfunk-
tionen der von der Simulation erzeugten Gauflschen Unordnungspotentiale fiir verschiedene
Werte der Korrelationsldnge o in Relation zur Systemgréfle N geplottet. Die Korrelations-
funktionen sind jeweils iiber die einzelnen Korrelationsfunktionen von 100 Unordnungsreali-
sierungen gemittelt. Die Systemgrofle umfasst im diesem Fall N = 8192 Gitterpunkte.

1 o/N=0.0016
08 /N=0.0080
' o/N=0.0398
0.6 o/N=0.0637
—— /N=0.0955
0.4
K(r)
0.2
0
-0.2
-04 ¢

1000 2000 3000 4000

Abbildung 36: Gemittelte Autokorrelationsfunktionen fir Gaufische Unordnung im Ortsraum
fiir verschiedene Werte der Korrelationslinge o in Relation zur Systemgrdfie N.

Man erkennt deutlich die Antikorrelation fiir groffe Korrelationslingen, fiir Kleine dagegen
fallen die Antikorrelationen kaum noch ins Gewicht. Somit kann man durch ein entsprechend
grofles System diesen Fehler klein halten. Alternativ kénnte man auch das Erzwingen der
Normierung fallen lassen, miisste dann jedoch einen hohen Zeitaufwand in Kauf nehmen und
die Anzahl an Realisierungen erhthen um den dadurch entstehenden grofieren statistischen
Schwankungen entgegenzuwirken. Im Fall der Simulation mit Speckle-Unordnung haben wir
stattdessen die Teilchenzahl konstant gehalten und dafiir Anderungen im chemischen Po-
tential zugelassen. Somit umgeht man die Problematik des Erzwingens der Normierung des
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Potentials. Dafiir muss man jedoch die theoretische Kurve anpassen, da wir in unserer Theo-
rie grof3kanonisch mit festem p rechnen. Diese Korrektur der theoretischen Kurve im Fall der
Speckle-Unordnung ist bereits in den Abbildungen 30, 32 und 35 beriicksichtigt worden. Die
Berechnung dieser Korrektur findet sich im Anhang A.6.

Natiirlich kénnen auch Verbesserungen durch Erhohung der Anzahl an Realisierungen, ei-
ne Vergroflerung des Systems und eventuell durch Erh6hung der Integrationszeit der Gross-
Pitaevskii-Gleichung bei der Zeitentwicklung der Anregung erziehlt werden. Weiterhin kénnte
noch das Verhalten der Schallgeschwindigkeit fiir kleinere Potentialstérken, kleineren Anre-
gungsamplituden oder auch bei anderen Werten von k€ untersucht werden. Besonders im Fall
einer Speckle-Unordnung lassen sich vermutlich bessere Ergebnisse produzieren, falls man
kleinere Potentialstdrken wéhlen wiirde. Denn das Speckle-Potential weist im Vergleich zum
GauB-Potential sehr viele unkontrolliert hohe Potentialpeaks auf, die die Bedingung V/u < 1
nicht erfiillen. Zusammenfassend bleibt jedoch zu sagen, dass wir durch die numerische Simula-
tion eine gute Bestitigung unserer theoretischen Vorhersagen, sowohl im Fall gau3-korrelierter
als auch fiir eine Speckle-Unordnung, erhalten haben.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben nun mit stérungstheoretischen Methoden im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Mean-
Field-Theorie die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit im Bose-Einstein-Kondensat mit kor-
relierter Unordnung und kleinen Potentialstérken berechnet. Dies ist iiber die Berechnung
der Selbstenergie des Systems im effektiven Medium erfolgt. Diese liefert eine Korrektur
zur Bogoliubov-Dispersionsrelation, die fiir langwellige Anregungen des Kondensats linear
verlduft. Unser System wird dabei durch drei relevante Léngenskalen charakterisiert, die
Koharenzlange €, die Korrelationsldnge des Potentials ¢ und die Wellenldnge der Anregung
1/k. Die Verhéltnisse dieser Langenskalen zueinander beschreiben dabei unterschiedliche Re-
gime. Grundvoraussetzung fiir schallartige Anregungen ist dabei die Bedingung k¢ < 1.
Daraus ergeben sich die drei Moglichkeiten o als grofite, mittlere oder kleinste Léangenskala
zu wahlen. In allen dieser drei Regime ergibt sich letztendlich eine negative Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit. Diese ist im Regime { < 1/k < o, in dem nur Vorwértsstreuung
auftritt, betragsmifBig kleiner als im Regime £ < o < 1/k, in dem sowohl Vorwirts- als
auch Riickstreuung auftritt, und verschwindet fiir 0/ — 0, da in diesem Regime die Teil-
chendichte den starken Variationen des Potentials nicht mehr folgen kann und somit kaum
noch von der Teilchendichte ohne Potential no, = 1/g abweicht. Dieses Regime ist iiber die
Theorie auf Basis der hydrodynamischen Wellengleichung nicht zugénglich gewesen. Aber in
einer allgemeineren und verbesserten Beschreibung {iber die Entwicklung des Gross-Pitaevskii-
Energiefunktionals haben wir Aussagen iiber die Schallgeschwindigkeit in allen drei Regimen
treffen kénnen und analytische Ausdriicke in den entsprechenden Grenzféllen hergeleitet. Da
es uns noch nicht moglich ist auf experimentelle Daten zuriickzugreifen, haben wir unsere Re-
sultate mit den Ergebnissen einer numerischen Simulation zur Ausbreitung von Schallwellen
verglichen. Diese numerischen Messungen haben unsere theoretischen Vorhersagen sowohl fiir
Gaufische als auch fiir eine Speckle-Unordnung sehr gut bestétigt. Aber wie in Abschnitt 5.5
ausgefiihrt, gibt es noch Moglichkeiten die Simulation zu verbessern oder mehr Zeit zu investie-
ren um noch kleine Abweichungen von der theoretischen Vorhersage genauer zu untersuchen.
Auch unsere theoretische Beschreibung offeriert eine Vielzahl an interessanten Fragestellun-
gen. Beispielsweise bietet unsere allgemein fiir d Dimensionen giiltige Theorie die Moglichkeit
die Korrektur zur Schallgeschwindigkeit auch in héheren Dimensionen zu berechnen und zu
untersuchen, ob signifikante Unterschiede zur Korrektur in einer Dimension auftreten, z. B.
ein anderes Vorzeichen, wie es in [12] vorhergesagt wird. Des Weiteren beschrinkt sich die
Giiltigkeit des Ausdrucks fiir die Selbstenergie nicht nur auf das Schall-Regime. Es bietet
sich also auch die Moglichkeit unsere Beschreibung auf teilchenartige Anregungen anzuwen-
den und z.B. Auswirkungen von Unordnung auf die Massenkorrektur dieser Anregungen zu
untersuchen. Somit ldsst sich unsere Theorie auch auf andere Bereiche anwenden. Und da
unsere theoretische Beschreibung, was die Schallgeschwindigkeitskorrektur betrifft, eine so
gute Bestétigung in unserer Simulation gefunden hat, hoffen wir nun auch auf eine baldige
experimentelle Bestidtigung unserer Resultate.
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A Anhang

In diesem Anhang werden die verwendeten Fourier-Transformationen definiert und Rechnun-
gen, die in dieser Arbeit nicht explizit ausgefiihrt worden sind, dargestellt.

A.1 Definition der Fourier-Transformationen

Die in dieser Arbeit vorkommenden Fourier-Transformationen sind immer symmetrisch defi-
niert:

fr) = o [k [fwe], foo = o [ar [fme] G

fe) = em ™2 [at[foe] . fo = o [ i), an)
Fiir die verwendeten diskreten Fourier-Transformationen gilt:

fr) = WY [fwer] o fw) = @ [ar [ee] L any

k

A.2 TFourier-Transformation der Korrelationsfunktionen

Hier werden die in Abschnitt 2.1 definierte Gauf3- und Speckle-Korrelationsfunktion fourier-
transformiert.

T2
e Transformation der Gauf-Korrelationsfunktion V(7' )V (r’ +r) = ViZe 202

2

Mit K(r/o) = e 2.2 und Gl (5) erhiilt man

. r2
Vi Vie =6(k + K)V§ /dr (e_“” 6_202>

2,2

=5tk + k)G [ dremma e 5

k202

=5k + K\VEV2moe 2 . (172)
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e Transformation der Speckle-Korrelationsfunktion V (r')V (1’ +r) = Vi Sl?:/(;)/f )

2

Mit K(r/o) = ¢ 22 und GL (5) erhélt man

[\

ViV =6(k + K) V2 /dr le—ikr Sir(lr)(;';)]

o0

2/ (r
=5k + k') VZo22 /dr [cos(kr) = 2(0)] . (173)
T
0
Mit der Fourier-Kosinus-Transformation (aus [21])

T in?(at 1 1
/dt cos(wt) 2 g“ o (a— L) o(a = L

t 2 2 2
0

ergibt sich

1 1
ViV =6(k + K)V2o22Z ( - W) 9( - W)

2 \o 2 o 2
=5k + K\ Vion <1 — |k|0> 9(1 - W) .
2 2
A.3 Fourier-Transformation der Wellengleichung (45)
Hier wird die Wellengleichung
5?2
m [02 v? - 8#} on = V- (V(r)Véin) (174)

in den k-w-Raum transformiert. Die Fourier-Darstellungen der Dichtefluktuation dn(r,t) und
des Potentials V(r) sehen dabei wie folgt aus:

_ dk dw ikr _iwt
on(r,t) —/ @) @m)i? [e e on(k,w)| ,

_ dk ikr
V(r) = / L Eade
Eingesetz in die Wellengleichung (174) ergibt sich:
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0? dk dw ke
2 72 ikr Jiwt
< \% 8t2> / @m)i2 (27r)1/2 [e e (5n(k,w)}

dw
zkr ikr zwt .
—v. {/ %M Vi v/ B @ E on(k, w)”,

m/dk:dw elk’" e“tsn(k,w)m (w? — ¢ kz)}

/ (2(3:/ [ k(= zk)} ~/dk: dw [e“”' et on(k,w) (—i k:)}

[y (718) - [ s [t - 40)

dk’ / ik"r ik'r iwt ! ropt /2
= | Gy O 4 [ R Sn(k W) (—k K — k )}

_|_

dk/ ik'r ikr _iwt ! !
= | Gy dkde [ L Vk_k/an(k,w)(—k-k)}.

Im letzten Schritt ist die Substitution k” = k + k’ verwendet worden. Damit ergibt sich die
Wellengleichung im k-w-Raum zu:

m(w? — k) on(k,w) = — (27)"%? / dk’ [Vi_p on(k' ,w) k- k] .

A.4 Fourier-Transformation von V'(r)G(r,t)

Hier soll die Identitit (VG)(k,w) = F(V'(r)G(r,t)) mit V'(r) = [VV(r)]V + V(r)V? und
(VG)(k,w) aus Gl. (50) gezeigt werden. Mit den Fourier-Darstellungen

V(r) = (2m) 92 /dk [Vk ei’“’] (175)
G(r,t) = (2m)~(@+D/2 / dk dw [G(k,w)ei’“”"ew} (176)
ergibt sich:

V'(r)G(r,t) = [VV(r)|VG(r,t) + V(r) V2G(r,t)

= —(2m)7471/2 / dk dk' dw’ [Vk Gk, W) k - k' *r e®'r eiw/t}

_ (2 ,ﬂ.)—d—l/Q / dk dk/ dw/ [Vk G(k/,w,) k/z eikr‘ eik’?" eiw,t:| . (177)

Fiir die Fouriertransformierte F(V'(7)G(7,t)) ergibt sich somit
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FV'(r)G(r,t) =
— —(2m)"42 (2 5)"! /dk dk’ do’ [Vk GK )k K 5k +K — k)6 —w) (27r)d+1}

_ (2 7T)_d/2 (2 7.‘_)—d—l / dk dk’ do’ [Vk G(k',w') k/2 5(’6 +E - k,) 5(&)’ . w) (2 ﬂ_)d_ﬂ} _
= e / k' [V G(K' ) k' K] = (VG)(K',w). (178)

A.5 Berechnung der Amplituden Aiﬁ, und Ai,ﬂ«u

Hier werden die Amplituden Aiﬁ, und Ai_ , aus Gleichung (124) berechnet.

K

e Berechnung von Aiﬁ

Mit (96) und (114) folgt fiir Ay, x:

2 0 212 02 2

A _h % 1.2 _ kg2 kT e — €

kk = 0 - 0 :
m 8m € €

Unter Verwendung von ¢2 = h2/(2mpu), €2 = px? und €, = py/k2(k2 + 2) erhilt man:

) :BK2“2”4_M2K’2(“2+2):H 9,2
B! w2 k2 \/K2 (K% + 2) 4 \/Kk? (K2 + 2)
2 2
wooK
= A2 ==
R 4 K2 4+ 2

e Berechnung von Ai}_ﬁ

Mit (96) und (114) folgt fiir Ay _:

2
_h2<623k2+6kk2> :h2k2362 +6%.

Ap, -k =
' 8m \ € 62 8m 62 €L

Unter Verwendung von &2 = h%/(2mpu), €2 = pk? und €, = p\/k2(k2 + 2) erhilt man:

A = HK23“2K4 + w2 K% (K? + 2) _h 2 (2k* + K?) _ H2/€2(2/€2 + 1)
’ 4 w? k2 /K2 (K2 + 2) 4 /K2 (K% + 2) 4 /K2 (K2 + 2)
L2 &252(2,«;2—1—1)2.
o 4 k? + 2
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A.6 Korrektur der theoretischen Kurve fiir konstante Teilchenzahl

Bei der Berechnung der Korrektur zur Schallgeschwindigkeit sind wir in unserer Theorie
von einem festen chemischen Potential ausgegangen. Bei der numerischen Simulation im Fall
einer Speckle-Unordnung jedoch haben wir die Teilchenzahl konstant gehalten, was impliziert,
dass das chemische Potential sich éndert. Um nun die Resultate der Simulation mit unserer
theoretischen Vorhersage vergleichen zu konnen, miissen wir unsere theoretische Kurve fiir
die Schallgeschwindigkeit korrigieren.

Das chemische Potential aus unserer Theorie bezeichnen wir mit p. Die Teilchendichte ohne
Potential ist gegeben durch ne = p/g und die Schallgeschwindigkeit ohne Potential durch
co = v/p/m. In der Simulation ist die Teilchenzahl N und somit auch die Teilchendichte n
konstant. Fiir die Teilchendichte, entwickelt bis zur zweiten Ordnung in V, gilt die Relation

n="20 -5+ n®)), (179)
g

wobei n?) von der Ordnung O(V?) ist. Jedoch stellt sich in der Simulation nun ein anderes
chemisches Potential x4’ ein als in unserer Theorie verwendet, so dass die Teilchendichte im
Unordnungsmittel konstant ist und somit folgende Relation erfiillt:

R e N ) &
Moo — — = — 1—U—|—n(2) = — 1—|—7’L(2) . 180
s ( ) 7 ( ) (180)
Somit erhilt man bis zur zweiten Ordnung in V:
== —pun@ + OWV3). (181)

Die Schallgeschwindigkeit aus unserer Theorie mit festem p bezeichnen wir im Folgenden mit
cu, die aus der Simulation mit fester Teilchenzahl mit cy. Nun berechnen wir die Korrektur
zu ¢, /co bis zur zweiten Ordnung in V', indem wir ey (') /co um p entwickeln und nur Terme
bis zur Ordnung O(V?) beriicksichtigen. Dabei ist zu beachten, dass sowohl der Realteil der
Selbstenergie R(X(p')), als auch p/ — p von der Ordnung O(V?) sind:

ey _a(w) + RE)W)

o hkco
=i |ROW et + TG0 W w0y )
Mit 5 ,
| = e (153
und unter Verwendung von GI.(181) erhélt man:
%)V _ % _ %ﬁ (184)
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Somit folgt fiir die Korrektur zur theoretischen relativen Schallgeschwindigkeitskorrektur:

Crel,Simulation = Crel, Theorie — §n(2), (185)
mit n( aus [24]:
— 1o Vg ¢ lqlo lglo
n(2):0/dq<1—91—. 186
sewr ) Yaa e U % (1%6)
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B

Verwendete Mathematica-Programme und Simulationsquell-
code

Zur Erzeugung der in dieser Arbeit enthaltenen Graphiken ist Mathematica 5.2 verwendet
worden. Die zu diesem Zweck erstellten Programme sind im Folgenden aufgelistet und sind
auf der beiliegenden CD. Des Weiteren ist der Quellcode der verwendeten Simulation zur
Ausbreitung von Schallwellen beigefiigt.

Mathematica Programme:

Korrelationsfunktionen.nb dient zur Generation der Gauf3- und Speckle-Korrelations-
funktionen im Orts- und k-Raum (Abbildungen 4 und 5).

Dispersionsrelation.nb dient zur Generation der Bogoliubov-Dispersionsrelation und
der Grenzfille der teilchen- bzw. schallartigen Anregungen (Abbildung 6).

Potential003.nb dient zur Generation der Darstellungen eines Unordnungspotentials
mit Korrelationsldnge o = 0.03 und der zugehorigen Teilchendichte des Kondensats aus
den von der Simulation generierten Daten (Abbildung 7 unten).

Potential05.nb dient zur Generation der Darstellungen eines Unordnungspotentials
mit Korrelationslinge o = 0.5 und der zugehorigen Teilchendichte des Kondensats aus
den von der Simulation generierten Daten (Abbildung 7 rechts oben).

Potential20.nb dient zur Generation der Darstellungen eines Unordnungspotentials
mit Korrelationslinge o = 20 und der zugehorigen Teilchendichte des Kondensats aus
den von der Simulation generierten Daten (Abbildung 7 links oben)

CrelWellengleichungGauss.nb dient zur Darstellung der relativen Korrektur zur
Schallgeschwindigkeit (Abbildungen 8 und 9) und der korriegierten Dispersionsrelati-
on (12 und 13) durch numerische Integration von Gl. (60) fiir GauBsche Unordnung.

Integrand Wellengleichung.nb dient zur qualitativen Darstellung des Integranden
von Gl. (60) fiir kleine und groBe Korrelationsldngen (Abbildungen ?7 und 11).

SpeckleKorr.nb dient zur Generation der Darstellung der Speckle-Korrelationsfunktion
im k-Raum in Abhéngigkeit von o = ko (Abbildung 14).

RealteilSpeckleWellengleichungKsigma.nb dient zur Darstellung der relativen Kor-
rektur zur Schallgeschwindigkeit fiir eine Speckle-Unordnung (Gl. (77), Abbildung 15).

ImaginaerteilSigma.nb dient zur Darstellung des Imaginérteils der Selbstenergie (Ab-
bildungen 16 und 17).

RealteilSigma.nb dient zur Generation der Abbildungen der relativen Korrekturen
zur Schallgeschwindigkeit fiir Gaufische Unordnung durch numerische Integration der
Gleichungen (128) und (60) (Abbildungen 18, 19, 20, 21 und 22).

IntegrandFunktional.nb dient zur qualitativen Darstellung des Integranden von GI.
(128) (Abbildungen 23, 24 und 25).
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RealteilSpeckle.nb dient zur Darstellung der relativen Korrektur zur Schallgeschwin-
digkeit fiir eine Speckle-Unordnung durch numerische Integration von Gl. (128) (Abbil-
dung 26).

UnordnungspotentialGauss.nb dient zur Generation der Darstellung eines Gauf-
schen Unordnungspotentials aus den von der Simulation generierten Daten (Abbildung
27)

UnordnungspotentialSpeckle.nb dient zur Generation der Darstellung eines Speckle-
Unordnungspotentials aus den von der Simulation generierten Daten (Abbildung 28)

SimulationGauss.nb dient zur Darstellung der relativen Korrektur zur Schallgeschwin-
digkeit und den Messdaten der Simulation fiir Gaufische Unordnung (Abbildungen 29
und 31) und der Schallgeschwindigkeitskorrektur unter Einbeziehung des Korrektur-

terms W(2) (Abbildung 34).

SimulationSpeckle.nb dient zur Darstellung der relativen Korrektur der Schallge-
schwindigkeit und den Messdaten der Simulation fiir eine Speckle-Unordnug (Abbil-
dungen 30 und 32).

Korrektur.nb dient zur Darstellung des Korrekturterms W2 (Abbildung 33) und
der relativen Korrektur der Schallgeschwindigkeit fiir eine Speckle-Unordnung unter
Einbeziehung von W(2) (Abbildung 35).

AutocoMittelung.nb dient zur Darstellung der Autokorrelationsfunktionen fiir Gauf3-
sche Unordnung aus den Daten der Simulation (Abbildung 36).

Simulationsquellcode:

o SpeedOfSound.C ist der Quellcode des Simulationsprogramms.

e disorderGenerator.C dient zur Erzeugung des Unordnungspotentials und wird ins

Hauptprogramm eingebunden.
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