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Zusammenfassung. In dieser Arbeit wird ein Vorschlag zur Implementierung von Ver-
schränkungszeugen mittels Ein-Teilchen-Interferenz vorgestellt. Nach Behandlung des all-
gemeinen Konzeptes werden mögliche Realisationen einerseits mit Elektronen inmesosko-
pischen Aharonov-Bohm-Ringen als auch mit Photonen und Atomen in der Youngschen
Doppelspalt- sowie einer Doppelstreuanordnung diskutiert.
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KAPITEL 1

Einleitung

Der äußere photoelektrische E�ekt – oder das Freisetzen von Elektronen aus einer Me-
tallober�äche durchLicht –wurde von Einstein (1905, §8) erklärt, indemer dieMaxwellsche
Wellentheorie des Lichtes zumindest für dieses Phänomen ablehnte. Er stellte die�ese auf,
die Energie des Lichtes sei diskontinuierlich im Raum verteilt und Lichtpartikel würden auf
der Ober�äche des Körpers ein- und darin be�ndliche Elektronen herausschlagen, sofern
denn durch die Partikel genügend Energie zur Verrichtung der Austrittsarbeit eingebracht
werde. Die Energie der Lichtpartikel sei bekannt aus der Planckschen�eorie der Schwarz-
körperstrahlung. Den Partikeln wurde später der Name „Photonen“ gegeben.

Heute ist bekannt: Photonen sindmasselos sowie transversal, bewegen sichmit Lichtge-
schwindigkeit, haben einen Spin, tragen aber keine Ladung und wechselwirken nicht mit-
einander. Als elementare Anregungen des quantisierten elektromagnetischen Feldes kön-
nen sie auch erzeugt und vernichtet werden. Beispiele sind die Streuung des Photons an
einem freien Elektron oder die von Licht an Atomen.

Parallel ist Licht fähig zur Beugung, Re�exion, Brechung sowie Dispersion, es kann ge-
streut werden und besitzt eine Polarisation. Die Beugung von Röntgenstrahlung an geord-
neten Strukturen wie Kristallen dient beispielsweise seit den Arbeiten von Max von Laue,
William Henry Bragg und William Lawrence Bragg der Strukturanalyse.

Als Nachweis der Welleneigenscha�en gilt das Au�reten von Interferenz. Denn diese
wiederum beschreibt nach dem Superpositionsprinzip die Überlagerung von Wellen belie-
biger Art, die sich auslöschen oder gegenseitig verstärken können. In diesem Zusammen-
hang wird gerne derWelle-Teilchen-Dualismus genannt, lange Zeit schon ein Synonym für
das „gleichzeitige“ Vorliegen von Wellen- und Teilcheneigenscha�en des Lichtes.

Bereits Schüler lernen das Doppelspaltexperiment kennen, welches die Dualität ebenso
wie die Quantenphysik selbst veranschaulicht: Es demonstriert, dass Licht mit sich selbst
interferiert, wenn es ein Paar von Spalten durchläu�. Es zeigt, dass selbst einzelne Photonen
– eines nach dem anderen eintre�end – interferieren. Und es steht in dem Ruf, selbst den
hartgesottensten Skeptiker von der Wahrheit der Quantenmechanik zu überzeugen:

Quantenobjekte existieren und zeigen ein Verhalten, das sich einer klassischen Inter-
pretation widersetzt.

Ein spannendes Kapitel wird geö�net, wenn in einem Gedankenexperiment der Ver-
such unternommen wird, den genauen Pfad des Photons von der Quelle bis zum Schirm
zu verfolgen. Dies könnte mit folgender Abwandlung der historischen Anordnung gelin-
gen: Die Schlitze des Interferometers werden ersetzt durch je ein Atom, an dem das Photon
streuen könnte. Die Freiheitsgrade der Atome bilden ein Gedächtnis, in welchem durch die
Wechselwirkung der Weg des Photons markiert wird. Je besser dies gelingt, desto schwä-
cher ist das Interferenzbild ausgeprägt. Speichern sie die vollständige Weginformation, ist
es zerstört. Dies ist unabhängig davon, ob der Zustand der Atome abgefragt wird oder nicht.

Eine Interpretation der Quantendualität anhand des Zwei-Wege-Interferometers lau-
tet wie folgt: Die Sichtbarkeit der Interferenz�gur zeigt den Wellencharakter des Photons.
Hingegen korrespondiert das vorhandene Wissen über den durch das Interferometer ge-
nommenen Pfad mit der Teilcheneigenscha�.

Es ergeben sich nun aufeinanderfolgend drei wesentliche Fragen:
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2 1. EINLEITUNG

Ist durch Ein-Teilchen-Interferenz etwas über die Atome herauszu�nden? Es überrascht
nicht, dass neben der Wechselwirkung auch der anfängliche Quantenzustand der Atome
Auswirkungen auf die E�zienz ihres Gedächtnisses hat. Wenn die Atome dazu in der Lage
sind, etwas über das Photon herauszu�nden, ist umgekehrt die Frage berechtigt, ob nicht
auch das Photon etwas über die Atome lernt.

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die grundsätzliche Frage, wieviel und welche Infor-
mation über die verschiedenen Elemente eines zusammengesetzten Quantensystems – in
diesem Beispiel der Atome – durch Streuung eines einzelnen Teilchens in Erfahrung ge-
bracht werden kann. Ist es etwa möglich, aus der Interferenz�gur abzuleiten, ob Korrelatio-
nen zwischen den Atomen vorliegen?

In dieser umgedrehten Sichtweise stellt sich nun die Situation wie folgt dar: Das Pho-
ton ist ein Agent. Es nutzt die Quantenphysik, um in eine kohärente Superposition zweier
Zustände zu gelangen, wobei jeder durch Wechselwirkung mit einem der zwei Atome fest-
gelegt wird. Durch eine Polarisationsmessung kann das Photon zu seinem Zustand befragt
werden. Das Ergebnis dieser Befragung teilt es dem Experimentator über den Kontrast des
Interferenzbildes mit, welcher durch die Kohärenz der Superposition bestimmt ist. Die Idee
ist, dass in diese Information Korrelationen der beiden besuchten Teilchen eingehen.

Prinzipiell ist dieses Vorgehen nichts Neues. Sowohl die Streuung als auch die Inter-
ferenz konnten sich in der Vergangenheit o� als nützlicher Informationslieferant erweisen.
Neben der schon erwähntenRöntgenbeugung ist auch dieNeutronenstreuung eine bewähr-
te physikalische Methode zur Untersuchung kondensierter Materie.

Der Schwerpunkt ist hier jedoch ein anderer, denn die Betonung liegt auf der Inter-
ferenz und der Bestimmung feiner Unterschiede in den Korrelationen. Es ist nämlich bei
weitem nicht abzusehen, obmittels Ein-Teilchen-Interferenz klassische von quantenmecha-
nischen Korrelationen unterschieden werden können.

Korrelationen, die klassisch nicht zulässig sind? Auf der Suche nach der Antwort auf die
Frage, was das quantenmechanische Phänomen Verschränkung ausmacht, was Verschrän-
kung eigentlich ist, �nden sich in der Literatur viele mehr oder minder Auskun� gebende
Meinungen. Schrödinger (1935a) schreibt: „Maximale Kenntnis von einem Gesamtsystem
schließt nicht notwendig maximale Kenntnis aller seiner Teile ein, auch dann nicht, wenn
dieselben völlig voneinander abgetrennt sind und einander zur Zeit gar nicht beein�ussen.“
Und weiter: „Das Ganze ist in einem bestimmten Zustand, die Teile für sich genommen
nicht.“ In diesem Sinne werden auch heute solche nichtlokalen mit nichtklassischen, d.h.
quantenmechanischen Korrelationen identi�ziert. Wird Nichtlokalität also als eine „Vor-
aussetzung“ für Verschränkung angesehen? Sicherlich nicht, Verschränkung taucht in der
Formulierung der Quantenmechanik in natürlicher Weise auf und manifestiert sich in der
Messung physikalischer Observablen: Korrelationen zwischen den in lokalen Messungen
gewonnenen Erwartungswerten können nicht mehr mit klassischen Wahrscheinlichkeiten
beschrieben werden.

Einstein, Podolsky, u. Rosen (1935) hatten eine eigene, vergleichsweise ernüchterndeEr-
klärung für dieses Paradoxon, welches unserer aus demmakroskopischen Alltag erwachse-
nen klassischen Realitätsau�assung widerspricht. Sie waren der Ansicht, dass die Quanten-
mechanik zwischen lokaler und nichtlokaler Quantenkorrelation unterscheiden solle und
darüber hinaus eine verschränkte Wellenfunktion die physikalische Realität nicht vollstän-
dig beschriebe, mehr noch, die Quantenmechanik unvollständig sei und legten die Existenz
lokaler verborgenerVariablennahe, die einer deterministischen Interpretationen derQuan-
tenmechanik dienen sollten.

Es handelte sich dabei jedoch um eine Fehlinterpretation: Bell (1964) zeigte neun Jah-
re nach Einsteins Tod, dass in einer um solche Variablen ergänzten allgemeinen �eorie
die Erwartungswerte quantenmechanischer Observablen stets bestimmten Ungleichungen
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– den sogenannten Bellschen Ungleichungen – genügen, die jedoch sowohl in der Formu-
lierung der Quantenmechanik als auch im Experiment (Aspect u. a. 1982) deutlich verletzt
werden.

Kann Verschränkung mittels Ein-Teilchen-Interferenz detektiert werden? Obwohl Ver-
schränkungVoraussetzung und Baustein vieler Anwendungen der zur Zeit eine rasante Ent-
wicklung erlebenden Quanteninformationsverarbeitung ist und dort beobachtbare, nützli-
cheKonsequenzenhat, gibt es keine einfacheMöglichkeit, sie zu quanti�zieren. DieUrsache
ist das Fehlen einer universellen quantenmechanischen Observable, deren Erwartungswert
dies leisten könnte. Ist jedoch aufgrund der experimentellen Situation einschätzbar, wel-
che verschränkten Quantenzustände nach einer Präparation vorliegen, eignen sich klar de-
�nierte, unter dem Namen „Verschränkungszeuge“ bekannte Observablen zum Nachweis
der Einstein-Podolsky-Rosen-Korrelationen.

Tatsächlich wird im Verlauf dieser Arbeit gezeigt, dass der Interferenzkontrast eines
Zwei-Wege-Interferometers mit dem Erwartungswert von Verschränkungszeugen überein-
stimmen kann.

Zu Beginn soll dazu das Quanteninterferometer in einer auf den Arbeiten von Jaeger
u. a. (1995) und Englert (1996) fußenden, abstrakten Weise formalisiert werden. Dies bein-
haltet eine tiefe Auseinandersetzung mit der �eorie des Messens quantenmechanischer
Observablen. Des Weiteren wird ein Zugang zur Beschreibung der Dynamik eines binären
Interferometers präsentiert.

Erst Kapitel 3 grei� Motivation und Fragestellung der Arbeit wieder auf. Sowohl Me-
thode als auch Konzept werden darin unter experimentellen Gesichtspunkten verfeinert,
um aus den Daten eines beliebigen Ein-Teilchen-Interferenzmusters den Erwartungswert
einer e�ektiven Observablen abzuleiten. Diese operiert ausschließlich auf dem fraglichen
Quantenzustand der beiden Zielteilchen und hängt von verschiedenen experimentellen Pa-
rametern ab.

In einem zweiten Teil wird anhand zweier Beispielszenarien geprü�, ob die e�ekti-
ve Observable prinzipiell in der Lage ist, Quantenkorrelationen zu detektieren. Dies mar-
kiert einen Punkt, ab dem an experimentelle Implementierung gedacht werden kann. Das
Kapitel 4 beschä�igt sich zunächst mit einem mesoskopischen Szenario. Dabei steht die
Wechselwirkung eines Elektrons mit zwei magnetischen Störstellen in einem Aharonov-
Bohm-Interferometer im Mittelpunkt. Schließlich befasst sich Kapitel 5 mit der Situation
der Photon-Interferenz bei Streuung an zwei identischen, verschränkten Atomen.

Die Diskussion einiger o�ener Fragen und möglicher Verallgemeinerungen bilden die
Schlussworte der Forschungsarbeit, während der anschließend ausführlich in die Grund-
lagen der Verschränkungstheorie einführende Anhang A und das Literaturverzeichnis das
Werk beenden.





KAPITEL 2

Quanteninterferometer

Beim Youngschen Doppelspaltexperiment fällt monochromatisches, kohärentes Licht
auf zwei Schlitze A und B in einer Blende. Die durch Beugung und Interferenz gebildeten
Muster illustrierten erstmalig 1802 auf�omas Youngs Schirm denWelle-Teilchen-Dualis-
mus. Seitdem wurde das Experiment mit Elektronen (Tonomura u. a. 1989), Neutronen
(Rauch u. Summhammer 1984; Summhammer u. a. 1987), Atomen oder sogar Fullerenen
(Brezger u. a. 2002) wiederholt. Um nicht permanent von Teilchen undWellen sprechen zu
müssen, soll imweiterenVerlauf stattdessen einheitlich der Begri�Quanton verwendet wer-
den. Verzichtet man auf die Berücksichtigung sämtlicher Feinheiten der Interferenz�gur,
gilt für alle symmetrischen 2-Wege-Interferometer dieselbe mathematische Beschreibung:
Das Interferenzmuster auf dem Schirm lässt sich auf den Quanton-Zustandsvektor

(2.1) ∣ψ⟩Q = 1√
2
(∣A⟩Q + ∣B⟩Q)

bzw. den Dichteoperator

(2.2) ρQ = ∣ψ⟩QQ⟨ψ∣ = 1
2
(∣A⟩QQ⟨A∣ + ∣B⟩QQ⟨B∣) + 1

2
(∣A⟩QQ⟨B∣ + ∣B⟩QQ⟨A∣)

zurückführen, unabhängig davon, ob es sich nun um ein Doppelspalt- oder etwa einMach-
Zehnder-Interferometer handelt: Im vorliegenden rein kinematischenZugang sind alle Rea-
lisierungen binärer Alternativen äquivalent (Englert 1999). Die zugehörigen Vektoren ∣A⟩Q
und ∣B⟩Q sind orthonormal und verkörpern dieAmplituden der beiden sich gegenseitig aus-
schließenden Wege, die für (2.1) a priori gleich wahrscheinlich, d.h. ununterscheidbar sind,
Abb. 2.1a. In (2.2) geben die beiden ersten diagonalen Terme die jeweiligen Einzelspaltbei-
träge an, während das Interferenzmuster durch die Kohärenzen, also die gemischten Terme,
induziert wird.

Die Detektionsintensität respektive das Interferenzmuster ist gegeben durch dieWahr-
scheinlichkeit p(ϕ) = ∣Q⟨ϕ∣ψ⟩Q ∣2 , die Superposition
(2.3) ∣ϕ⟩Q = 1√

2
(∣A⟩Q + eiϕ ∣B⟩Q)

vorzu�nden. ϕ ist die Phasendi�erenz zwischen den beiden Wegalternativen. Es handelt
sich um einen extern kontrollierbaren Parameter, im Doppelspaltexperiment ist ϕ der geo-
metrieinduzierte Unterschied zwischen den optischenWeglängen. Ist das Interferometer in
einer symmetrischen Superposition gleich wahrscheinlicher Pfade präpariert (2.1), ergibt
sich die Detektionswahrscheinlichkeit zu

(2.4) p(ϕ) = 1
2
(1 + cos ϕ)

und zeichnet das Interferenzbild in Abhängigkeit von ϕ nach, Abb. 2.1b. Dessen SichtbarkeitV ist maximal, es gilt
(2.5) V = pmax − pmin

pmax + pmin = 1.
5
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⊗ϕ
A

B

(a)

1

p(ϕ)

ϕ

(b)

Abbildung 2.1. Veranschaulichung am Beispiel des Mach-Zehnder-
Interferometers. (a) Die Interferometer dieses Typs bestehen aus einem
Strahlteiler gefolgt von zwei Spiegeln, die exakt so angeordnet sind, dass
die re�ektierten Strahlen an derjenigen Stelle zusammengeführt werden,
an der ein weiterer Strahlteiler aufgestellt ist. So sind die Zustände auf
den beiden Interferometerausgängen orthogonal und damit absolut un-
terscheidbar. Die Wirkung der Strahlteiler wird mathematisch durch je-
weils ein sogenanntes (Walsh-)Hadamard-Gate beschrieben (Nielsen u.
Chuang 2000). EinQuantengate ist ein quantenmechanischer Schaltkreis,
der für gewöhnlich auf einigen wenigen Qubits operiert. Das Hadamard-
gate ist somit eine Matrix. Die Matrix wiederum ist unitär und eine Rea-
lisierung der Hadamardtransformation, einer speziellen Klasse verallge-
meinerter Fouriertransformationen, die jeden beliebigen Zustand in der
Standardbasis in eine kohärente, gleichgewichtete Superposition von Zu-
ständen überführt. So erklärt sich der Zusammenhang zu den Strahltei-
lern im Interferometer. Die Mach-Zehnder-Anordnung ist höchst sensi-
tiv gegenüber relativen Phasenverschiebungen ϕ zwischen den beiden In-
terferometerarmen. Dabei kann die dargestellte Verschiebung ⊗ phäno-
menologisch einen (optischen) Weglängenunterschied beschreiben, der
auf die experimentelle Realisation des Interferometers zurückgeht, oder
verkörpert denjenigen externen Kontrollparameter ϕ, der in der abstrak-
ten Formulierung durch die Projektion auf den Zustand ∣ϕ⟩Q Einzug er-
hält. (b) Es wurde davon ausgegangen, dass das Quanton nach dem ersten
Strahlteiler in der symmetrischen Superposition ∣ψ⟩ ist, siehe die De�ni-
tion (2.1). Durch die simple Rekombination der Alternativen ist der In-
terferenzkontrast maximal, V = 1, und die Detektionswahrscheinlichkeit,
die durch die Funktion p(ϕ) beschrieben wird, um den Ursprung zen-
triert.

1. Äußere Freiheitsgrade undWelcher-Weg-Detektion

Betrachten wir nun den Fall, in dem das Quanton-Qubit Q mit Freiheitsgraden der
Umgebung interagiert und infolgedessen mit diesen verschränkt wird. Obwohl die quanti-
tativen Aspekte des Welle-Teilchen-Dualismus in einigen Verö�entlichung theoretisch un-
tersucht worden sind, existieren nur vergleichsweise wenige experimentelle Belege für die
Relevanz von Verschränkung bei der Quanteninterferenz. Beispielsweise stellten Dürr u. a.
(1998) Nachforschungen an, warum die Interferenz in einem atomaren Interferometer ver-
geht, wenn etwas über die realisierte Pfadalternative ausgesagt werden kann. Ein ganz ähn-
liches Experiment führten Schwindt u. a. (1999) durch, wo in einem Ein-Photonen-Inter-
ferometer die Polarisation verwendet wurde, um die Pfade zu markieren. Die in diesem
Abschnitt vorgenommene Verallgemeinerung der bisherigen Situation, nämlich durch Ein-
beziehung externer, d.h. nicht ausschließlicher Pfad-Freiheitsgrade, trägt wesentlich zum
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Verständnis der beobachteten quantenmechanischen E�ekte bei. Dazu wollen wir im Zu-
sammenhang mit der interferometrischen Wechselwirkung jedwede ungewollte und unbe-
herrschbare Störung ausklammern und folglich nur eine geringe Zahl äußerer Freiheitsgra-
de zulassen. Dies schließt bereits die Kopplung an ein Wärmebad und Schrödinger-Katzen
(Schrödinger 1935b) aus. Kontrolliert der Experimentator die Wechselwirkung und besitzt
er ausreichendes Wissen über die Umgebung, wird ihm das Sammeln von Pfadinformatio-
nen möglich. Die Umgebung fungiert dann als Pfaddetektor, in der der Pfad des Quantons
aufgrund von EPR-Korrelationen (Einstein u. a. 1935) markiert wird1. In Anlehnung daran
soll dem Beispiel von Englert (1999) gefolgt und die äußeren FreiheitsgradeMarker-System
M genannt werden.

Um die statistischen Eigenscha�en von Messungen am System QM (bestehend sowohl
aus Quanton als auch Marker) nach der Wechselwirkung korrekt vorherzusagen, lässt sich
der hier bezüglich der Standardbasis {∣A⟩, ∣B⟩} des Quantons in Matrixform angegebene
universelleDichteoperator

(2.6) ρ′ = ( w ρAM
√
w(1 −w) χ†M√

w(1 −w) χM (1 −w) ρBM )
einsetzen, wobei der später erklärte statistische Parameter w im Intervall [0; 1] liegen und
ρAM − χ†M χM wie auch ρBM − χM χ†M positiv semide�nit sein müssen. Letzteres garantiert, dass
alle von ρ′ abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten nichtnegativ sind. ρAM und ρ

B
M sind Zustände

des Markers, χM beinhaltet dessen Kreuzterme. Die detailierte zeitliche Entwicklung und
die konkrete Form der Wechselwirkung spielen hier keine Rolle. Erst später im Abschnitt 3
soll die Dynamik des Quanteninterferometers näher untersucht werden.

Sei nun das Markersubsystem experimentell unzugänglich. Spurt man die Umgebung
heraus2 und betrachtet die reduzierte Dichtematrix des Quantons

(2.7) ρ′Q = trM ρ′ = ( w
√
w(1 −w) є∗√

w(1 − w) є 1 −w ) ,
so beschreibt є = ∣є∣eiα = tr χM die Kohärenz zwischen den Wegalternativen und α die
Di�erenz ihrer Phasen, wobei wiederum die Kohärenz die Fähigkeit zur Interferenz angibt:
Tatsächlich wird für ein Quanton im Zustand ρ′Q das Interferenzmuster durch die Detek-
tionsintensität

(2.8) p′(ϕ) = Q⟨ϕ∣ρ′Q∣ϕ⟩Q = 12(1 + 2
√
w(1 −w) Re(є∗eiϕ)) = 1

2
(1 + V cos(ϕ − α))

und die Sichtbarkeit V = 2√w(1 −w) ∣є∣ zutre�end beschrieben. Das Interferenzbild wird
dabei um α verschoben. Weiterhin ist das Gewicht w = wA die Wahrscheinlichkeit, Weg A
zu messen, während Bmit Wahrscheinlichkeit wB = 1 −w au�ritt.

In einem symmetrischen Interferometer (2.1) ist eine Vorhersage über eine Messung
des Quantonpfades nur in der Häl�e der Fälle korrekt3. Bei der verallgemeinerten Form
der Gl. (2.7) stimmt die Prognose nun in Abhängigkeit von wmit mehr oder weniger hoher
Sicherheit. Man de�niert (Englert 1996) die Vorhersagbarkeit P der Pfade zu
(2.9) P = ∣wA − wB ∣ = ∣2w − 1∣ .

Die Zustände ∣A⟩Q und ∣B⟩Q können nur dann interferieren, wenn wir weder wis-
sen, noch prinzipiell heraus�nden können, ob der Quantonzustand ∣A⟩Q oder ∣B⟩Q vor-
liegt, oder anders gesagt, welchen Weg das Quanton nimmt, d.h. P < 1. Verschränkung

1Zu den EPR-Korrelationen bzw. quantenmechanischer Verschränkung enthält auch der Anhang A reichlich
Informationen.

2Zustandsreduktion ist kein physikalischer Prozess, sondern ein gedanklicher, der die Änderung desWissens
um das System widerspiegelt. Siehe dazu die Diskussion von Englert (1999).

3Nach vielen Wiederholungen des Interferenzexperiments, d.h. Bilden von Ensembles.
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zwischen Marker und Quanton zerstört die Interferenz, indem sie das Quanton dekohä-
rieren lässt: Eine geeignete Messung des Markers erlaubt, zusätzliches Wissen zu erlan-
gen und macht die Wege unterscheidbarer. Andere Messungen vermögen jedoch eventu-
ell, Interferenz wiederherzustellen. Betrachten wir als instruktives Beispiel den Zustand∣ψ′⟩ = 1√

2
(∣A⟩Q ⊗ ∣A⟩M + ∣B⟩Q ⊗ ∣B⟩M) mit den perfekt unterscheidbaren (orthonorma-

len) Markerzuständen ∣A⟩M und ∣B⟩M . ∣ψ′⟩ beschreibt maximale Verschränkung von Mar-
ker undQuanton, denn dieMarkerzustände sind jeweils mit denAmplituden ∣A⟩Q und ∣B⟩Q
der Wegalternativen maximal korreliert. Wird der Zustand des Markers durch eine Mes-
sung auf ∣A⟩M reduziert, so wird dem Pfad A Realität zugewiesen, wird der Marker jedoch
in ∣B⟩M vorgefunden, so wird Weg B präpariert. Anders gesagt, zu wissen, dass der Marker
im Zustand ∣A⟩M oder ∣B⟩M ist, ist gleichbedeutend damit, zu wissen, dass das Quanton den
Zustand ∣A⟩Q respektive ∣B⟩Q einnimmt. Die Verschränkung der Systeme in ∣ψ′⟩ erzeugt ei-
ne Situation, in der die Kohärenz von ∣A⟩Q und ∣B⟩Q verschwunden ist, da durch Messung
des Markers zuverlässig herausgefunden werden kann, in welchem Zustand das Quanton
ist. Es ist ρ′Q = 1/2 und der Interferenzkontrast V beträgt Null.

Auf den ersten Blick mag dieses Ergebnis verwundern, denn ∣ψ′⟩ ist ein reiner Zustand
mit einer festen Phasenbeziehung zwischen dem ∣A⟩Q und dem ∣B⟩Q enthaltenden Term.
In der Interferometrie klassischer Wellen garantiert eine fest bestimmte Phasenbeziehung
eine klar sichtbare Interferenz�gur. Warum sollte das hier anders sein? Natürlichmissachtet
man mit diesem Argument die Verschränkung im System. Die Phasenbeziehung besteht in∣ψ′⟩ zwischen Zuständen eines zweiteiligen Quantensytems. Bei alleiniger Beobachtung des
Quantons ρ′Q – dies kommt einem Herausspuren M’s gleich – geht die Phasenbeziehung
verloren.

Stellen wir uns nun vor, es würde nicht auf die orthogonalen Zustände ∣A⟩M oder ∣B⟩M,
sondern stattdessen auf eine kohärente Superposition der beiden, beispielsweise mittels des
Projektors P̂M = 12 (∣A⟩M + ∣B⟩M)(M⟨A∣ + M⟨B∣), projiziert. Dann kann der Experimentator
für in dieser Superposition durch die Messung präparierte Subensembles die vollständige
Kohärenz des Quantons wiederherstellen, es ist

(2.10) ρ′Q = 2 trM [P̂M∣ψ′⟩⟨ψ′∣] = 12(∣A⟩QQ⟨A∣+ ∣A⟩QQ⟨B∣+ ∣B⟩QQ⟨B∣+ ∣B⟩QQ⟨A∣) = ρQ .
Die Weginformation des Markers wurde gelöscht und die Interferenz�gur für dieses Sub-
ensemble ist maximal sichtbar. Man nennt diese Konstellation einenQuantenradierer (Dürr
u. Rempe 2000; Schwindt u. a. 1999).

2. Sortierung vonMessergebnissen

Diskutieren wir den Fall, in dem der Experimentator eine von-Neumann-konforme
Messung (z.B. Preskill 1998, Kap. 3.1.1) einer Observable ÔM auf dem Markersubsystem
durchführt. Dies stellt eine Verallgemeinerung der soeben im Rahmen der Quantenradie-
rung diskutierten projektiven Messung dar, denn wir betrachten jetzt statt einer einzelnen
projektiven Observable P̂M mit Eigenwerten 0 und 1 eine beliebige Observable ÔM mit vie-
len verschiedenen Eigenwerten k aus dem Spektrum σ(ÔM). Zu jedem Eigenwert gehört
dann ein eigener Unterraum. Je nach Ergebnis der Messung, d.h. je nach gefundenem Ei-
genwert, kann Verschränkung zwischen Quanton und Marker dazu beitragen, dass diesen
Unterräumen bzw. dem durch die Messung präparierten Zustand des Markers ein assozi-
ierter Zustand des Quantons zugeordnet werden kann. Dies ist imWesentlichen wie zuvor
im Rahmen der Quantenradierung diskutiert zu verstehen.

Wie können wir nun diese Sortierung vornehmen? Betrachten wir dazu

(2.11) ÔM = ∑
k∈σ(ÔM)

k P̂(k)M .
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ρ′

p′(ϕ)

ϕ

V , P

Messung von ÔM

1 2 3

ρ(1)

ρ(1)

p(1)(ϕ)

ϕ

V(1), P(1)

ρ(2) ρ(2)

ρ(2) ρ(2)

p(2)(ϕ)

ϕ

V(2), P(2)

ρ(3)

ρ(3)
ρ(3)

p(3)(ϕ)

ϕ

V(3), P(3)

p(1) p(2) p(3)

Abbildung 2.2. Abhängig vom Ergebnis der Messung derMarkerobser-
vable ÔM wird eine Sortierung in die mit den Eigenwerten k = 1, 2, 3
etikettierten und hier als Ordner dargestellten Subensembles durchge-
führt. Die Wahrscheinlichkeit, dass ρ′ dem k-ten Subensemble zugeord-

net wird, beträgt p(k) = ⟨P̂(k)M ⟩ρ′M . Jedem Subensemble können eigene in-
terferometrische Kenngrößen zugeordnet werden, beispielsweise Sicht-
barkeit V(k), Vorhersagbarkeit P(k) und Verschiebung α(k). Im Allge-
meinen unterscheiden sie sich von den unsortierten Größen.

Es handelt sich dabei um die spektrale Zerlegung der Markerobservablen. Die Eigenwerte

k können sowohl entartet als auch eindeutig (nichtentartet) sein. Die Projektoren P̂(k)M se-
lektieren die zu den Eigenwerten gehörenden Unterräume: Sie sind paarweise orthonormal,

P̂(k)M P̂(l)M = δkl P̂
(k)
M , vollständig, ∑k P̂

(k)
M = 1M, und ihre Spur tr P̂(k)M gibt die algebraische

(und geometrische) Vielfachheit des jeweiligen assoziierten Eigenwertes an4.
Im Experiment wird bei der Messung von ÔM der Eigenwert k mit der Wahrschein-

lichkeit

(2.12) p(k) = ⟨P̂(k)M ⟩ρ′M = w ⟨P̂(k)M ⟩ρAM + (1 −w) ⟨P̂(k)M ⟩ρBM
4Man könnte statt der speziell mit einer von-Neumann-Messung verknüp�en Projektoren auch eine voll-

ständige Menge nicht orthogonaler, positiver Operatoren diskutieren: die so genannten positive operator valued
measures, kurz POVMs. Die Anzahl der Elemente in einem POVM ist im Allgemeinen also größer als die Dimen-
sion des Hilbertraums, auf dem sie operieren.
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erhalten.Der auf denFund von k konditionierte Zustand desQuantons, der die statistischen
Eigenscha�en des Subsystems Q nach erfolgter Messung beschreibt, lautet

ρ
(k)
Q = 1

p(k)
trM[P̂(k)M ρ′](2.13a)

= 1

p(k)

⎛⎜⎜⎝
w ⟨P̂(k)M ⟩ρAM √

w(1 − w) tr[P̂(k)M χ†M]√
w(1 −w) tr[P̂(k)M χM] (1 −w) ⟨P̂(k)M ⟩ρBM

⎞⎟⎟⎠(2.13b)

= ⎛⎜⎜⎝
w(k)

√
w(k)(1 − w(k)) є(k)∗√

w(k)(1 −w(k)) є(k) 1 − w(k)
⎞⎟⎟⎠ .(2.13c)

Der Experimentator kann nun Quanton-Qubits ρ(k)Q nach k sortieren oder, anschaulich ge-
sprochen, in mit k beschri�ete Ordner ablegen, wobei jedem Subensemble ein eigenes In-
terferenzmuster mit Sichtbarkeit V(k) und Vorhersagbarkeit P(k) innewohnt und verschie-
dene Wahlen der Observablen ÔM verschiedene Sortierungen implizieren, Abb. 2.2.

3. Quantendynamik des Interferometers

ImFolgenden sollüber die sich schnell für konkrete Probleme als unzureichend heraus-
stellende rein kinematische Beschreibung des Abschnitts 1 hinausgegangen werden. Nach
einem der Grundpostulate der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird die Dynamik
eines abgeschlossenen Quantensystems durch die Schrödingergleichung bzw. durch die Ab-
bildung ρ ↦ UρU† bestimmt, wobei U der übliche, auf dem Hamiltonoperator beruhende
Zeitentwicklungsoperator ist. Somit sind Zustände zu verschiedenen Zeiten unitär äquiva-
lent und reine Zustände bleiben rein. Es ist klar, dass wir diese Aussagen revidieren müssen,
wenn wir selektive, projektive Messungen, Dekohärenz, also die Entwicklung eines reinen
in einen gemischten Zustand, oder allgemein die Evolution eines Teilsystems unter globa-
ler unitärer Dynamik behandeln wollen. Falls Verschränkung im Spiel ist, verhält sich ein
reiner Zustand desGesamtsystemswie ein gemischter Zustand,wenn nur ein Subsystembe-
obachtet wird. Und falls sich das Gesamtsystem unitär in der Zeit entwickelt, wird die Zeit-
entwicklung seiner Teile imAllgemeinen dekohärent sein. O�mals lässt sich dies zumindest
in guter Näherung mittels einer Di�erentialgleichung beschreiben, der phänomenologisch
begründeten Mastergleichung (z.B. Cohen-Tannoudji u. a. 1998, Kap. IV). Begibt man sich
jedoch auf einen axiomatischen Standpunkt und diskutiert die grundsätzliche Frage, welche
Quantenoperationen Dynamik zutre�end beschreiben – handelt es sich nun um gekoppelte
Teilsysteme oder nicht –, so wird man sich allen denkbaren Abbildungen zwischen Quan-
tenzuständen widmen, die in widerspruchsfreier Beziehung zur statistischen Interpretation
der Quantentheorie stehen. Die allgemeinste Quantenoperation, die einen Quantenzustand
in einen anderen transformiert, ist eine probabilistische oder stochastische physikalische
Operation der Form

(2.14) ρ ↦ Λ(ρ)
mit einem SuperoperatorΛ. Superoperatoren sind lineare, spurerhaltendeAbbildungen,wo-
bei derVerzicht auf die Linearitätsvoraussetzung problematischwäre, da er absurdeResulta-
te hervorbringen und eine konsistente Wahrscheinlichkeitsinterpretation verhindern kann
(siehe Preskill 1998, Kap. 3.2.2).Man fordertweiterhin, dass Λ vollständig positiv ist. Diese Ei-
genscha� soll anhand ihrer Motivation kurz erklärt werden. Wenn man die Dynamik eines
Quantensystems auf demHilbertraumH untersucht, ist naturgemäß nicht auszuschließen,
dass weitere SystemeK existieren, die nicht an ersteres koppeln, deshalb unentdeckt bleiben
und sich der Beschreibung entziehen. Nur wenn Λ ⊗ 1K positiv für alle Zustandsraumer-
weiterungen der FormH⊗K ist, das System inH also eine Dynamik erfährt, ein solches in
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K aber nicht, entwickelt sich die Dichtematrix des Gesamtsystems zu einer anderen Dich-
tematrix konsistent weiter. Λ heißt dann vollständig positiv.

Superoperatoren liefern uns in Form derQuantum Channels den Formalismus, in dem
wir Dekohärenz diskutieren können. Ein Quantenkanal ist einfach ein Übertragungskanal,
der Quanteninformation übermitteln kann. Nach dem Ausdehnungssatz von Stinespring
(1955) kann jede vollständig positive und zugleich spurerhaltende Abbildung, d.h. jeder
Superoperator oder Quantenkanal, nach folgendem, auf grundlegenden Operationen ba-
sierenden Rezept dargestellt werden: Zunächst wird der Zustandsraum des Gesamtsystems
erweitert. Dies geschieht durch tensorielles Hinzufügen eines �ktiven HelfersystemsK, wel-
ches sich in einem geeignet konstruierten Zustand ∣0⟩K aus der Orthonormalbasis {∣µ⟩K}
be�ndet. Auf diesem vergrößerten System implementiert nun eine unitäre Transformation
U die spurerhaltende Abbildung. Anschließende Reduktion des Zustandsraumes auf die ur-
sprüngliche Gestalt schließt das Verfahren ab. Dieser Vorschri� folgend kannman sich jede
beliebige Quantenoperation als unitäre Transformation auf einem größeren System vorstel-
len. In diesem Sinne ist dieses �eorem das Gegenstück zu der Erkenntnis, dass ein Be-
obachter, der nur zu einem Teilsystem Zugang hat, Dekohärenz verzeichnet, obwohl das
Gesamtsystem unitärer Zeitentwicklung unterliegt. Das zusätzliche System K, welches mit
dem bestehenden zu koppeln ist, wird üblicherweise mit Ancilla, also als Aushilfe, bezeich-
net. Das optimale Repräsentationsverfahren von Stinespring liefert eine untere Schranke für
die Dimension der Ancilla, dimK ≤ (dimH)2, und ist eindeutig bis auf unitäre Äquivalenz
auf K.

Es soll nun die zeitliche Entwicklung in einem 2-Wege-Interferometer verallgemeinert
formuliert werden (Oi u. Aberg 2006). Jede Pfadalternative beinhaltet einen Prozess, der
Quanton und Marker koppelt. Wir werden diese Prozesse mit zwei lokalen Quantenkanä-
len ΛA und ΛB beschreiben. Diese fügen sich zu einem Quantenkanal Λ zusammen, der
das gesamte Interferometer beschreibt. Lokal bedeutet in diesem Zusammenhang, dass jeg-
liche Kopplung zwischen ΛA und ΛB und damit sowohl klassische sowie quantenmechani-
sche Korrelationen als auch Transfer von Wahrscheinlichkeiten zwischen den Pfaden aus-
geschlossen ist. In diesem Fall können wir nach Stinespring zur Darstellung beider Kanäle
Ancillae KA, KB mit Basen {∣µ⟩KA}, {∣ν⟩KB} einführen, die an die Pfade A, B über die
unitären Transformationen UA, UB geknüp� sind. Die Implementierung der Kanäle lautet
dann

ΛA(ρM) = trKA
[UA (∣0⟩KAKA⟨0∣⊗ ρM)U†A](2.15a)

beziehungsweise

ΛB(ρM) = trKB
[UB (ρM ⊗ ∣0⟩KBKB⟨0∣)U†B] .(2.15b)

∣0⟩KA und ∣0⟩KB spielen die Rolle von Anfangszuständen für die Hilfssysteme KA bzw.KB .
Ein Corollar des Satzes von Stinespring ist die Zerlegung von Superoperatoren in Summen
von sogenannten Krausoperatoren (Kraus 1983), die von der Urbild- auf die Bildmenge des
Kanals abbilden. Ausgedrückt mit Hilfe der unitären Operatoren UA und UB lauten sie für
den Pfad A

T
(µ)
A = trKA[UA(∣0⟩KAKA⟨µ∣ ⊗ 1M)] = KA⟨µ∣UA∣0⟩KA(2.16a)

und für die Wegalternative B

T
(ν)
B = trKB [UB(1M ⊗ ∣0⟩KBKB⟨ν∣)] = KB⟨ν∣UB ∣0⟩KB .(2.16b)

Nach Konstruktion erfüllen sie ∑µ T
(µ)†
A T

(µ)
A = ∑ν T

(ν)†
B T

(ν)
B = 1M und sind linear unab-

hängig, sofern sie aus der optimalen Stinespringzerlegung hervorgehen. An der De�nition
der Krausoperatoren kann man auch die Rolle der Zustände der beiden Hilfssysteme er-

kennen: Beispielsweise beschreibt T
(µ)
A die Propagation des Markersystems M unter der
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⊗

UA

UB

∣ϕ⟩Q
∣0⟩KA

ρM

∣0⟩KB

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ΛA(ρM)
ΛB(ρM)

Abbildung 2.3. Gra�sche Repräsentation für den Quantenkanal Λ for-
muliert über die pfadkonditionierten ( , ), unitären, auf ρM wirken-
den Transformationen UA,B und die getrennten Ancillae in den Zustän-
den ∣0⟩KA , ∣0⟩KB .

Bedingung, dass sich der Anfangszustand ∣0⟩KA des Systems KA unter der unitären Trans-
formation UA nach ∣µ⟩KA entwickelt. Jedem Zustand ∣µ⟩KA entspricht somit eine absolut
von anderen Vorgängen unterscheidbare Art der Propagation. Dasselbe lässt sich auch über
die Basiszustände ∣ν⟩KB der Ancilla KB aussagen.

Durch die Krausoperatoren können die Kanäle für die Pfadalternativen auch dargestellt

werden als ΛA,B(ρM) =∑µ T
(µ)
A,B ρM T

(µ)†
A,B . Eine unitäre Entwicklung von ρM liegt in beiden

Fällen genau dann vor, wenn nur ein Term in den Operatorsummen au�aucht. Falls zwei
oder mehr Terme vorhanden sind, werden zu Beginn reine Zustände auf M unter der Wir-
kung von UA,B mit den Freiheitsgraden der Hilfssysteme verschränkt. Herausspuren der
Ancillae bewirkt dann, dass diese reinen Zustände zu gemischten Markerzuständen wer-
den. Man sieht in diesem Zusammenhang auch, dass ein Superoperator nur dann invertiert
werden kann, wenn er unitär ist.

Die Wirkung des Interferometers auf den unkorrelierten Anfangszustand ρ = ρQ ⊗ ρM
von Quanton und Marker beschreibt nun der kombinierte Kanal

(2.17) Λ(ρ) = trKAKB
[U (ρQ ⊗ ∣0⟩KAKA⟨0∣⊗ ρM ⊗ ∣0⟩KBKB⟨0∣)U†]

mit der pfadkonditionierten unitären Abbildung U = ∣A⟩QQ⟨A∣ ⊗UA ⊗ 1KB + ∣B⟩QQ⟨B∣ ⊗
1KA ⊗UB , Abb. 2.3. Man erhält

(2.18) ρ′ = Λ(ρ) = 1
2
(∣A⟩QQ⟨A∣⊗ ΛA(ρM) + ∣B⟩QQ⟨B∣⊗ ΛB(ρM))+
+ 1
2
(∣A⟩QQ⟨B∣ ⊗ T

(0)
A ρMT

(0)†
B + ∣B⟩QQ⟨A∣⊗ T

(0)
B ρMT

(0)†
A ).

Davon ausgehend ermittelt man für die reduzierte Dichtematrix des Quantons

(2.19) ρ′Q = 12 ( 1 ⟨T(0)†B T
(0)
A ⟩ρM⟨T(0)†A T

(0)
B ⟩ρM 1

) ,
d.h. die vollständige Symmetrie des Interferometers ist unter dem Quantenkanal Λ erhal-
ten. Es bleibt bei wA = wB = 1/2, o�ensichtlich wird also durch die lokalen Quantenkanäle
ΛA,B wie gewünscht keine Wahrscheinlichkeit zwischen den Pfadalternativen transferiert.

Mit V = ∣⟨T(0)†A T
(0)
B ⟩ρM ∣ berechnet man die Sichtbarkeit des Interferenzmusters und durch

α = arg(⟨T(0)†A T
(0)
B ⟩ρM) ist die wechselwirkungsinduzierte Verschiebung der Interferenz-

�gur gegeben. Der Interferenzkontrast V hängt folglich vom Überlapp der ersten beiden
Krausoperatoren von ΛA und ΛB bezüglich des Markeranfangszustands ρM ab. Um Miss-
verständnissen vorzubeugen: Da die optimale Stinespringzerlegung bis auf unitäre Trans-
formationen eindeutig ist, sind die Krausoperatoren für einen gegebenen Quantenkanal
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ΛA

ΛB

⊗ϕ
A

B

(a)

α

1

p′(ϕ)

ϕ
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Abbildung 2.4. Um Wechselwirkung zwischen Quanton und Marker
ergänztes Mach-Zehnder-Interferometer. Während die Abb. 2.1 auf Seite
6 die triviale Situation der Rekombination ohne jeglicheWechselwirkung
mit Freiheitsgraden der Umgebung behandelt, liegt hier nun pfadkondi-
tionierte Wechselwirkung vor: (a) Der interne Zustand des Markersub-
systemswird von denQuantenkanälen ΛA,B beein�usst, deren genaue Ei-
genscha�en im weiteren Text diskutiert werden. (b) Durch die Wechsel-
wirkung wird im Allgemeinen der Interferenzkontrast verringert, V < 1,
und das Muster verschoben, α ≠ 0.

wohl de�niert. Aber auch die Physik verbietet jegliche Willkür in der Zerlegung, die V be-
ein�ussen könnte. Abb. 2.4 illustriert die Ergebnisse.

Bisher waren die Superoperatoren der Quantenkanäle spurerhaltend. Es soll von dieser
Forderung abgerückt und zugelassen werden, dass die Spur unter Λ abnimmt, tr Λ(ρ) ≤ 1.
Das bedeutet, dass ein Teil der Dynamik ausgeblendet und verworfen wird. Die Motivati-
on der Aufgabe dieser Einschränkung besteht in unserem Wunsch nach der Auswahl und
Studie nur eines ganz bestimmten Subensembles, in welchem ein gewünschter, mit Wahr-
scheinlichkeit tr Λ(ρ) statt�ndender Quantenprozess realisiert wird. Es ist sinnvoll, dass die
vernachlässigte Dynamik zumindest jenen Teil der Wechselwirkung umfasst, der den (ab-

soluten) Interferenzkontrast nicht beein�usst: Alle Krausoperatoren T
(µ)
A , T(ν)B mit µ, ν > 0

fallen dadurch heraus. Daher kann man die vereinfachte Schreibweise TA,B ≡ T
(0)
A,B einfüh-

ren.

(2.20) ρ′ = ∑
i , j=A,B

∣i⟩QQ⟨ j∣⊗ TiρM T†j⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM
ist der konditionierte Quantenzustand nach dem Prozess und

(2.21) p′(ϕ) = 1
2
+ eiϕ⟨T†BTA⟩ρM + e−iϕ⟨T†ATB⟩ρM

2⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM
die zugehörige Detektionswahrscheinlichkeit in der Superposition ∣ϕ⟩Q . Da im Allgemei-
nen durch die Krausoperatoren TA und TB pfadkonditionierte Wechselwirkungen zwischen
Quanton und Marker mit verschiedenen Endzuständen

ρAM = TAρM T†A⟨T†ATA⟩ , ρBM = TBρM T†B⟨T†BTB⟩(2.22)

beschrieben werden, ist das Interferometer jetzt asymmetrisch und wir �nden für dieWeg-
wahrscheinlichkeiten wA und wB

wA = w = ⟨T†ATA⟩ρM⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM , wB = 1 −w = ⟨T†BTB⟩ρM⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM .(2.23)
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Auch die Sichtbarkeit der Interferenz�gur ist hinsichtlich der Ensemblewahrscheinlichkeit
zu reskalieren,

(2.24) V = 2 ∣⟨T†ATB⟩ρM ∣⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM .
Hier sehen wir dem Zähler sehr gut an, dass man nur dann ein Interferenzmuster mes-
sen kann, wenn der Überlapp zwischen den Markerendzuständen der beiden Pfade nicht
verschwindet oder – falls es sich um reine Endzustände handelt – diese nicht absolut unter-
scheidbar sind.



KAPITEL 3

Interferenzmuster als Verschränkungszeuge

In diesem Teil beschä�igen wir uns mit der Detektion von Verschränkung in einem
Quantensystem, das aus zwei identischen Teilchen 1 und 2 besteht. In der Einleitung dieser
Arbeit wurde bereits über mögliche Lösungsmethoden für eine solche Aufgabe berichtet.
Mit Verweis auf dieses Kapitel geschah dies jedoch ohne Erörterung experimenteller Aspek-
te.

Nach der Präparation eines verschränkten Zustands möchte man in der Regel wissen,
inwieweit man erfolgreich darin war. Um Verschränkung wirklich zu quanti�zieren, könn-
te im Prinzip auf einen vollständigen Satz von Observablen zurückgegri�en werden, des-
sen Messung absolutes Wissen über den Zustand der beiden Teilchen scha . Eine solche
Rekonstruktion des statistischen Operators wird auch als Zustandstomographie (Vogel u.
Risken 1989; James u. a. 2001) bezeichnet. In der Praxis ist dies jedoch zumindest aufwändig
bis o�mals nicht durchführbar: Jede Messung erfordert erneute Präparation, genau wie je-
deMinderung vonUnwägbarkeiten und statistischen Fehlern weitererWiederholungen be-
darf. Nach Erlangen von vollständiger Kenntnis des statistischen Operators1 kann schließ-
lich ein Verschränkungsmaß2 zur Charakterisierung herangezogen werden und die Frage
nach erfolgter Verschränkung wäre beantwortet. Die Tomographie des Quantenzustands
ist in der Regel unumgänglich, wenn man physikalische Prozesse in einem quanteninfor-
matischen Ablauf verstehen möchte, aber hier geht es um das Aufspüren von Quantenkor-
relationen, von denen man erwarten würde, dass sie direkt beobachtbare Konsequenzen
haben. Verschränkung ist jedoch in strengem, quantenmechanischem Sinn keine Obser-
vable, es gibt nämlich keinen hermiteschen Operator, dessen Erwartungswert ein gültiges
monotonesVerschränkungsmaß de�nieren könnte. Sehr wohl gibt es aberObservablen,mit
deren Hilfe Verschränkung nachgewiesen werden kann: Verschränkungszeugen, denen zur
theoretischen Einführung das Unterkapitel 1 gewidmet wird. Experimentell lassen sie sich
in optimierterWeise durch Zerlegung inmehrere lokaleMessungen realisieren (Gühne u. a.
2002; Bourennane u. a. 2004), jedoch sicherlich in wenige im Vergleich zu voller Tomogra-
phie.

Zeugen werden hier zwar Teil der Lösung sein, im Hinblick auf deren Realisation wer-
den wir jedoch einen neuen Weg einschlagen. Wir untersuchen, wieviel Information über
die Verschränkung beider Partikel mittels Interferenz ermittelt werden kann. Die Idee ist,
ein drittes Teilchen – mit weiteren internen Freiheitsgraden – einzuführen, das als eine Art
quantenmechanischer Agent oder besser als eine Sonde interferometrisch Informationen
über die Subsysteme 1 und 2 sammelt. Das im Folgenden erörterte Protokoll sieht weiterhin
die Möglichkeit vor, nach der Wechselwirkung einen bestimmten Sondenzustand projektiv
zu selektieren. Es wird also nur am Sondenteilchen gemessen, wir verzichten sowohl auf
direkte Messung an den eingangs verschränkten Partikeln, noch ist zwischen ihnen eine
speziell konstruierte, direkteWechselwirkung erforderlich, Abb. 3.1.

Zunächst ist es völlig unklar, ob die kohärente Wechselwirkung gestattet, dass anhand
des Interferenzbildes Quantenkorrelationen zwischen 1 und 2 von solchen klassischer Art

1Vollständiges, exaktesWissen ist genau genommen nichtmöglich, Messfehler können nicht vermieden wer-
den und somit wird die Rekonstruktion stets vom exakten statistischen Operator abweichen.

2Verschränkungsmaße und darüber hinaus Allgemeines zur�eorie der Verschränkung werden in Anhang
A ab Seite 61 diskutiert.

15
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Quanton³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹µ
Q

Marker³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
S

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Sonde

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Zielsystem

1 2

Abbildung 3.1. Au�eilung in Subsysteme. Nur auf Pfad- und internen
Freiheitsgraden des Sondenteilchens, d.h. auf den Subsystemen Q und S,
wird gemessen. Die Verschränkung zwischen 1 und 2 ist hier durch die
Verschnürung illustriert.

unterschieden werden können. Sind derartige Rückschlüsse tatsächlich möglich und falls
ja, kann die Methode auch auf alle verschränkten Zustände angewandt werden?

Vielleicht sollte vor der Diskussion dieser Fragen genau herausgestellt werden, was mit
bekannten Mitteln über den Ein�uss von Verschränkung auf ein Quanteninterferometer
ausgesagt werden kann. Als wir uns in Abschnitt 1 des vorigen Kapitels mit dem Quan-
tenradierer befassten, begegnete uns der Extremfall einer Komplementarität (Jaeger u. a.
1993, 1995; Jakob u. Bergou 2003) zwischen lokalen Ein-Teilchen-Größen und einer nicht-
lokalen Eigenscha� des zweiteiligen Systems „Quanton plus Marker“: Die Pfade des Quan-
tons waren durch diese beiden maximal verschränkten Partner absolut unterscheidbar. In-
folgedessen betrug die Sichtbarkeit V = 0, d.h. mit anderen Worten war die Komplemen-
tarität zwischen der Stärke der EPR-Korrelationen und der Sichtbarkeit der Ein-Teilchen-
Interferenz zugunsten der Verschränkung gesättigt. In einem breiteren Rahmen (Jaeger u. a.
1993), in dem das Markersystem aus dem Pfadqubit eines weiteren, mit Q verschränkten
Teilchens besteht, stellt sich dies wie folgt dar:

Das Teilchen Q, unser Quanton, be�ndet sich sowohl in Pfad A als auch in Pfad B ei-
nes Youngschen Interferometers. Für das zweite TeilchenM, den bisherigenMarker, gilt das
Entsprechende. Da nun beide Subsysteme zweidimensionale Pfadinformationen beschrei-
ben, ist das Problem symmetrisch: M markiert den Weg von Q, während Q Informationen
über den Pfad von M vorhält. Trotzdem soll in diesem kurzen Exkurs weiterhin einheitlich
von Quanton und Marker die Rede sein.

Ein allgemeiner reiner Zustand des Quantensystems lautet

(3.1) ∣ψ′⟩ = α∣A⟩Q ∣A⟩M + β∣A⟩Q ∣B⟩M + γ∣B⟩Q ∣A⟩M + δ∣B⟩Q∣B⟩M .
Für α = δ = 1/√2 und β = γ = 0 erhält man den maximal verschränkten Zustand aus
der Diskussion des Quantenradierers, Abschnitt 1 des Kapitels 2. Für sowohl Quanton als
auch Marker können nun Ein-Teilchen-Interferenzmuster p′Q,M(ϕ) = Q,M⟨ϕ∣ρ′Q,M∣ϕ⟩Q,M
mit Kontrasten VQ und VM de�niert werden. Darüberhinaus behandeln Jaeger u. a. (1995)
eine Zwei-Teilchen-Interferenz mit Sichtbarkeit VQM. In diese gehen allerdings im Gegen-
satz zu den Ein-Teilchen-Größen bedingte Detektionswahrscheinlichkeiten ein, die Korre-
lationen zwischen den Subsystemen Q und M aufzeigen. Es wurde gezeigt, dass VQ,M undVQM sich komplementär zueinander verhalten, VQM + VQ,M ≤ 1. Ferner besteht für reine
Zustände ∣ψ′⟩ eine direkte Verbindung der nichtlokalen Sichtbarkeit VQM zur Stärke der
Verschränkung zwischen Quanton und Marker (Żukowski u. Kaszlikowski 1997; Jakob u.
Bergou 2003). Daraus folgt, dass mit steigender Verschränkung von ∣ψ′⟩ die Ein-Teilchen-
Interferenz�guren immer schwächer werden, bis sie wie in unserem Beispiel zumQuanten-
radierer ganz verschwinden.

Die wesentliche Schwäche dieser Resultate ist ihre Restriktion auf reine Quantenzu-
stände. Die Beweise, dass eine bestimmte Zwei-Teilchen-Sichtbarkeit Verschränkung der
Subsysteme garantiert, basieren auf der Annahme, dass nur ein limitierter Beitrag weißen
Rauschens in den betrachtetenZustand ∣ψ′⟩ gemischtwird (Żukowski u. Kaszlikowski 1997).
Ferner zielen die soeben vorgestellten Ergebnisse auf die Detektion zwischen Pfadqubit und
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Marker nach derWechselwirkung. Wir visieren demgegenüber aber das Aufspüren von vor
der Wechselwirkung präparierter Verschränkung allein in den Markerfreiheitsgraden der
identischen Teilchen 1 und 2 an. Zum gegenwärtigen Zeitpunkt ist nicht klar, ob und wann
eine Verbindung zwischen diesen beiden Problemstellungen besteht.

Die für letztere zur Lösung in Frage kommendenVerschränkungszeugen funktionieren
im Übrigen für reine und gemischte Zustände gleichermaßen, wie wir nun sehen werden.

1. Verschränkungszeugen

Entanglement Witnesses oder zu deutsch Verschränkungszeugen können sich in der ex-
perimentellen Charakterisierung von Verschränkung als ausgesprochen hilfreich erweisen.
Wenn die Dichtematrix des Quantensystems nicht als bekannt vorausgesetzt werden kann,
lässt sich o�ensichtlich kein Kriterium für Verschränkung anwenden, das auf deren Kennt-
nis basiert. Dies betri imWesentlichen alle Verschränkungsmaße. Es existiert jedoch ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium mittels direkt messbarer Observablen, den Ver-
schränkungszeugen: Von deren Erwartungswert kann man ad hoc auf das Vorliegen von
Verschränkung eines zuvor präparierten Zustands schließen. Dies ist insbesondere in sol-
chen Situationen nützlich, in denen man auf das Sammeln von Informationen bis hin zu
absolutem, tomographischem Wissen über den Quantenzustand verzichten möchte oder
muss. Die Existenz der Verschränkungszeugen ist ein Lemma der geometrischen Form des
Satzes von Hahn-Banach, welches die Trennung einer konvexen Menge und eines Punktes
behandelt:

Sei S eine konvexe, kompakte Menge und sei ρ ∉ S . Dann existiert eine abgeschlossene
Hyperebene, die ρ und S strikt separiert.

Im vorliegendenKontext ist die Familie der separablen ZuständeS die betrachtete kon-
vexe Menge im Vektorraum der Dichteoperatoren, auf welchem die Spur tr ein Skalarpro-
dukt de�niert und somit eine geometrische Interpretation ermöglicht. Falls es sich bei ρ
um einen verschränkten Zustand handelt, liegt er naturgemäß außerhalb von S . Die tren-
nende Hyperebene oder ihre Identi�kation mit einem hermiteschen Operator W ist das,
was wir Verschränkungszeuge nennen. Es ist anschaulich klar, dass es zu einem gegebenen
verschränkten Zustand ρmehr als einen Zeugen gibt, der diesen und S trennt.

Modulo einiger Details ist hiermit gezeigt, dass ρ dann und nur dann verschränkt ist,
wenn es einen hermiteschen OperatorW mit ⟨W⟩ρ < 0 und ⟨W⟩σ ≥ 0 für alle separablen
Zustände σ ∈ S gibt. Man sagt, dass der ZeugeW die Verschränkung von ρ detektiert, Abb.
3.2. Umgekehrt gilt, dass ein Zustand σ dann und nur dann separabel ist, wenn ⟨W⟩σ ≥ 0
für jede ObservableW erfüllt ist, die tr[W ∣ψ⟩11⟨ψ∣⊗∣ϕ⟩22⟨ϕ∣] ≥ 0 für alle reinen Produktzu-
stände ∣ψ⟩1 ⊗ ∣ϕ⟩2 ≡ ∣ψ⟩1∣ϕ⟩2 genügt. Zunächst klingt dies nach einem abstrakten�eorem
ohne praktische Relevanz. Es entpuppt sich jedoch als ein mächtiges Werkzeug: Wann im-
mer der Erwartungswert eines ZeugenW einen Wert kleiner als Null annimmt, kann man
eindeutig folgern, dass der Zustand in einer bestimmten Weise verschränkt sein muss, d.h.,
dass der Zustand im prinzipbedingt bekannten Detektionsbereich vonW liegt. Ist der Er-
wartungswert jedoch nichtnegativ, vermag der Verschränkungszeuge nicht zu entscheiden,
ob ρ separabel oder verschränkt ist. Ein Zeuge beantwortet daher die Frage nach dem Vor-
liegen von Verschränkung nicht mit „ja“ oder „nein“, sondern mit „ja“ oder „eventuell“.

Ein ZeugeW ist stets eine nichtlokale Observable und hat immer einen verschränkten
Eigenzustand. Das liegt daran, dassW mindestens einen negativen Eigenwert haben muss
und da jeder Zeuge nichtnegativ für alle Produktzustände zu sein hat, kann es sich beim kor-
respondierenden Eigenvektor nicht um einen solchen separablen Zustand handeln. FallsW
also nicht in der Lage ist, einen gegebenen verschränkten Zustand zu detektieren, bedeutet
dies, dass der Überlapp des Zustands mit dem verschränkten EigenzustandW ’s nicht groß
genug für ein Gelingen des Nachweises ist.
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separabel

verschränkt

W1
W2

Abbildung 3.2. Zu sehen ist ein Schnitt durch den typischerweise hoch-
dimensionalen Operatorvektorraum, dessen Element ρ ist. Der äuße-
re konvexe Rand umschließt alle gültigen Quantenzustände. Darin tri 
man entweder auf verschränkte oder auf separable Zustände, wobei
letztere die konvexe Menge S bilden. Der erste von zwei Beispielzeugen
hat seinen charakteristischen Vorzeichenwechsel ⟨W1⟩ = 0 auf der rech-
ten geraden Linie, es handelt sich dabei um die Skizze der assoziierten
Hyperebene. Daher korrespondiert die rechts angrenzende gestrei�e Flä-
che mit denjenigen verschränkten Zuständen, dieW1 detektiert.W2 �n-
det diejenigen Zustände, die vonW1 aufgespürt werden, darüber hinaus
jedoch auch weitere. Man sagt,W2 ist feiner alsW1. DaW2 tangential zu
S liegt bzw. dessen Rand berührt und die Hyperebenen S nicht durch-
dringen dürfen, gibt es keinen Zeugen, der feiner alsW2 ist. Man nennt
daherW2 optimal.

2. Ansatz zur Realisation eines interferometrischen Verschränkungsdetektors

Wie kann nun ein Zeuge in der vorliegenden Situation implementiert werden? Es zeigt
sich, dass der Formalismus, in dem die Dynamik eines Quanteninterferometers im vorhe-
rigen Kapitel behandelt wurde, exzellent zur Beantwortung dieser Frage geeignet ist. Erin-
nern wir uns aber zunächst daran, dass unser Markersystem M aus insgesamt drei Teilen
bestehen soll: Ein Sondenteilchen S interferiert, nachdem es auf zwei sich gegenseitig aus-
schließenden Pfadalternativen mit je einem von zwei weiteren identischen, möglicherwei-
se verschränkten Teilchen 1 und 2 interagiert hat. Dabei beschreibt der Quantonzustand
die interferometrischen Freiheitsgrade, d.h. den Teilchen- oder Wellencharakter der Son-
de, während dem Markersubsystem deren interne Freiheitsgrade zugeordnet werden. Auf-
grund der selbst auferlegten Vorgabe, keine direkten Messungen auf den Zielsubsystemen 1
und 2 durchzuführen, kommen in einem (erdachten) Experiment als Messgrößen nur Er-
wartungswerte von solchenObservablen in Frage, die ausschließlich Pfad- und interne Frei-
heitsgrade der Sonde abfragen, d.h. auf Q und Swirken.Wir beschränken uns im Folgenden
auf den einfachen Fall unkorrelierter, vertauschbarer Operationen auf den genannten Sub-
systemen und diskutieren Observablen der Gestalt

(3.2) ÔQS = ÔQ ⊗ ÔS ,

für deren Erwartungswert man mit (2.20) auf direktemWeg

(3.3) ⟨ÔQS⟩ρ′QS = ∑
i , j=A,B

Q⟨i∣ÔQ∣ j⟩Q ⟨T†j ÔS Ti⟩ρM⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM
�ndet. Entscheidend ist die Voraussetzung, dass Sonde S und Probe 12 unabhängig vonein-
ander präpariert werden, denn dann ist der Anfangszustand unkorreliert und faktorisiert,
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ρ = ρQ ⊗ ρS ⊗ ρ12, sodass

(3.4) ⟨T†j ÔS Ti⟩ρM = trS12[(ρS ⊗ ρ12)T†j ÔS Ti] = tr12[ρ12 trS[ρS T†j ÔS Ti]].
Die Zerlegung der Spuroperation erweist sich als sinnvoll, denn sie kann nun verwendet
werden, um (3.3) in der Form

(3.5) ⟨ÔQS⟩ρ′QS = tr12[ρ12∑i , j Q⟨i∣ÔQ∣ j⟩Q trS[ρS T†j ÔS Ti]] / ⟨T†ATA + T†BTB⟩ρM
zu schreiben. Die Gleichung (3.5) markiert den zentralen Punkt des Vorschlags, denn die
rechte Seite enthält neben der stets nichtnegativen Ensemblewahrscheinlichkeit den Erwar-
tungswert ⟨Ô12⟩ρ12 der e�ektiven Observablen
(3.6) Ô12 = ∑

i , j=A,B
Q⟨i∣ÔQ∣ j⟩Q trS[ρS T†j ÔS Ti]

bezüglich des Zustands der Teilchen 1 und 2, d.h. des Zielsystems. Der Operator Ô12 hängt
von verschiedenen Größen ab, nämlich

(i) den Pfadalternativen A, B des Interferometers,

(ii) der interferometrischen Observablen ÔQ,

(iii) den pfadkonditionierten Übergangsoperatoren TA,B ,

(iv) dem Anfangszustand ρS der Sonde und

(v) der Observablen ÔS, die alleinig auf den internen Freiheitsgraden des Sonden-
teilchens agiert.

⟨ÔQS⟩ρ′QS ∝ ⟨Ô12⟩ρ12 ist eine Verknüpfung zwischen ausgewählten internen wie auch in-
terferometrischen Messdaten und Erwartungswerten von Observablen, die direkt auf die
verschränkten Teilchen wirken. Man sieht hieran deutlich, dass durch die Interferenz eine
e�ektive Wechselwirkung zwischen den Teilchen 1 und 2 induziert wird und die Identität
(3.5) das entscheidende Ergebnis auf demWeg zur Realisierung von Verschränkungszeugen
mittels Ein-Teilchen-Interferenz ist.

In Wahrheit wurde das Problem aber nur verschoben. Die Beziehung (3.5) ergibt sich
ganz zwanglos und man erwartet zunächst nicht, dass damit das Problem gelöst werden
kann. Denn statt nicht zu wissen, ob kohärente Wechselwirkung eines Sondenteilchens mit
der Probe Verschränkung detektiert, sehen wir uns ab diesem Punkt mit der Frage konfron-
tiert, ob in physikalisch relevanten Fällen die durch Ô12 induzierte Wechselwirkung sensi-
tiv für Verschränkung ist. Die wahre Aufgabe besteht demnach darin, nicht pathologisch
theoretische, sondern dem Experiment nahe Kon�gurationen (i)–(v) zu �nden, in denen⟨Ô12⟩ρ12 einen für Verschränkung charakteristischen Vorzeichenwechsel zeigt, d.h. in de-
nen die e�ektive Observable Ô12 ein Verschränkungszeuge ist. Erst dann ist bewiesen, dass
(3.5) nützlich und wichtig ist. Im Verlauf dieser Arbeit wird häu�g auf diese fünf Punkte
Bezug genommen, gewissermaßen sind sie der Leitfaden.

2.1. Hil�Sortierung vonMessergebnissenbeiderDetektion? Diese Fragemussman
sich spätestens dann stellen, wennman darüber philosophiert, wie konkret dieMessung des
Erwartungswertes ⟨ÔQS⟩ρ′QS implementiert werden kann. Sicherlich wird die Messung auf
dem Pfadalternativenqubit Q projektiver Natur sein, in dem Sinne, dass der Experimenta-
tor sich für eine bestimmte Phase ϕ zwischen den Pfaden A und B entscheidet, für die er
dann seinen Detektorklick erwartet. Verzichtet er auf Messungen auf dem Marker, könnte
er somit entsprechender Kalibrierung die relative Intensität p′(ϕ) erhalten. Demgegenüber
drängt sich nun die Frage auf, wie man frei von jedweder Kenntnis des experimentellen Sze-
narios und der Möglichkeiten des Experimentators dem Problem der In-situ-Messung von
ÔS begegnen kann.
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In Abschnitt 2 des Kapitels 2 wurden die von-Neumannschen Messungen und die sich
in natürlicher Weise ergebende Sortierung von Messergebnissen in Subensembles disku-

tiert. Mit jeder Messung der Observablen ÔS = ∑k∈σ(ÔS) k P̂
(k)
S wird bei Erhalt des Eigen-

werts k ∈ σ(ÔS) die Realisierung
(3.7) ρ(k) = 1

p(k)
P̂(k)S ρ′ P̂(k)S

selektiert. Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert k zu �nden, beträgt p(k) = ⟨P̂(k)S ⟩ρ′S . Wir
hatten bereits gesehen, dass die phasenabhängige Detektionsintensität der Interferenz�gur
dem Erwartungswert p(k)(ϕ) = ⟨∣ϕ⟩QQ⟨ϕ∣⟩ρ(k)Q

folgt. Es ist klar, dass aus ihr für das k-te

Subensemble die Erwartungswerte

(3.8) ⟨ÔQ⟩ρ(k)Q
= 1

p(k)
∑

i , j=A,B

Q⟨i∣ÔQ∣ j⟩Q ⟨T†j P̂(k)S Ti⟩ρM⟨T†ATA + T
†
BTB⟩ρM

verschiedener Quantonobservablen ÔQ bestimmt werden können. Zwischen diesen Erwar-
tungswerten und dem fraglichen Erwartungswert ⟨ÔQS⟩ρ′QS besteht schließlich die Bezie-
hung

⟨ÔQS⟩ρ′QS =∑
k

k p(k) ⟨ÔQ⟩ρ(k)Q
,(3.9a)

was man sofort sieht, wenn man die Spektraldarstellung der Sondenobservablen ÔS in die
Gleichung (3.3) einsetzt undmit der Identität (3.8) vergleicht. De�niert man dem bisherigen
Konzept treu für jedes Subensemble k e�ektiv auf dem Zielsystem 12 operierende Observa-

blen Ô(k)12 = ∑i , j Q⟨i∣ÔQ∣ j⟩Q trS[ρS T†j P̂(k)S Ti], kann man dies umschreiben zu
= ∑k k ⟨Ô(k)12 ⟩ρ12⟨T†ATA + T

†
BTB⟩ρM .(3.9b)

Wendet man die Spektraldarstellung rückwärts an, ist obiges Resultat wie erwartet gleich

= ⟨Ô12⟩ρ12⟨T†ATA + T
†
BTB⟩ρM .(3.9c)

Was bedeutet nun Gl. (3.9a)? Die in der Summe au�retenden Faktoren ⟨P̂(k)S ⟩ρ′S = p(k) ge-

ben dieWahrscheinlichkeiten an, bei einer Messung von ÔS den Eigenwert k zu �nden. Die
Gleichung zeigt, dass bei Kenntnis dieser Wahrscheinlichkeiten aus den Interferenz�guren
p(k)(ϕ) der Erwartungswert ⟨ÔQS⟩ρ′QS konstruiert werden kann. Demzufolge wird die Fra-
gestellung des Unterabschnitts durch Beziehung (3.9a) bejaht: Die Summe der sortierten
Messergebnisse enthält die gewünschte Information.

Prinzipiell kann auch eine einzige e�ektive Observable Ô(k)12 für sich allein genommen
bereits hinsichtlich der Detektion von Verschränkung interessant genug sein, sodass sich
der Experimentator mit der Untersuchung des zugehörigen Subensembles k, d.h. mit einer
einzigen projektiven Messung auf dem Marker, begnügen kann.

2.2. ProjektiveZustandsreduktion imDetail. Wir beschä�igen uns nunmit dembe-

sonders instruktiven Fall, in dem ÔS bereits ein Projektor ist, Ô
2
S = ÔS ≡ 1 P̂(1)S ≡ P̂S. Dem-

zufolge kann dann bereits zu Beginn die gesamte Messung als eine Konditionierung auf die
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Realisierung des Subensembles mit ρ(1)S ≡ ρ′′S = P̂S ausgelegt werden3:
ρ′ ↦ ρ′′ = ∑

i , j=A,B

∣i⟩QQ⟨ j∣⊗ P̂STiρM T†j P̂S⟨T†AP̂STA + T
†
B P̂STB⟩ρM(3.10a)

≡ 1⟨. . .⟩ρM
⎛⎜⎜⎝
P̂STAρM T†AP̂S P̂STAρM T†B P̂S

P̂STBρM T†AP̂S P̂STBρM T†B P̂S

⎞⎟⎟⎠.(3.10b)

Falls ÔS keinProjektor sein sollte, liefert dieserAbschnitt dasRezept,mit dem jedes einzelne
Subensemble k der Sortierung behandelt werden kann. Doch richten wir unseren Blick auf
die Zustandsreduktion (3.10). Findet das Ereignis statt, d.h. ist der Überlapp ⟨P̂S⟩ρ′S > 0 und
wird der Eigenwert 1 (beispielsweise durch einen Detektorklick) gefunden, dann be�ndet
sich dasQuantensystemdirekt nach derMessung imZustand ρ′′ oder –mit anderenWorten
– dann charakterisiert der statistische Operator in (3.10) das assoziierte Subensemble.

Die Größe von Interesse ist nun die Detektionsintensität4

(3.11) p′′(ϕ) = Q⟨ϕ∣ρ′′Q∣ϕ⟩Q = 12 + e
iϕ⟨T†B P̂STA⟩ρM+ e−iϕ⟨T†AP̂STB⟩ρM
2⟨T†AP̂STA + T

†
B P̂STB⟩ρM = 12 (1+V cos(ϕ−α))

des Subensemble-Interferenzmusters. Wir stellen uns die Frage, welche Quantonobserva-
blen ÔQ Erwartungswerte besitzen, die daraus gewonnen werden können. Zusammen mit
der 1, die manchmal als σ 0 geschrieben wird, bilden die Generatoren der SU(2)-Gruppe
– die Paulimatrizen σ 1, σ 2 und σ 3 – eine bezüglich des Hilbert-Schmidt-Skalarprodukts
orthogonale Basis für den reellen Hilbertraum aller selbstadjungierten 2 × 2-Matrizen. Al-
so kann jede Observable ÔQ in eine reelle Linearkombination dieser vier grundlegenden
Observablen zerlegt werden. Mit Hilfe der von der Phase ϕ abhängigen kohärenten Super-
position ∣ϕ⟩QQ⟨ϕ∣ = 1

2 σ
0
Q +

1
2 cos ϕ σ

1
Q +

1
2 sin ϕ σ

2
Q, deren Erwartungswert ja das Interfe-

renzmuster beschreibt, erhalten wir deren zumindest drei,

σ 0Q = ∣ϕ⟩QQ⟨ϕ∣ + ∣ϕ + π⟩QQ⟨ϕ + π∣,(3.12a)

σ 1Q = ∣0⟩QQ⟨0∣ − ∣π⟩QQ⟨π∣, σ 2Q = ∣ π2 ⟩QQ⟨ π2 ∣ − ∣− π
2 ⟩QQ⟨− π

2 ∣.(3.12b)

Wir erreichen so also nicht alleVektoren in der Blochsphäre und sind genauer gesagt auf ihre
Äquatorebene beschränkt: ÔQ = u σ 0Q + v σ 1Q + w σ 2Q mit u, v ,w ∈ R. Für die Implementie-
rung der Observable σ 3Q müsste man a posteriori die Amplituden von A und B unabhängig
voneinander ausblenden. Es ist nicht klar, ob dies überhaupt möglich ist. Daher wird diese
Option nicht weiter diskutiert.

Durch die Messung von ÔQ = σ 0Q werden die inkohärenten Elemente des Quantons
mit gleichemGewicht abgefragt. Dadurch erhält man aber nur die triviale Information wA+

wB = 1. Interessanter sind die Erwartungswerte von σ 1Q und σ 2Q, da sie durch die Kohärenzen
des Quantons bestimmt werden. Die Resultate sind somit eng an die Güte der Interferenz
und letztlich die Sichtbarkeit V geknüp�.

Der Projektor P̂S besitzt nur die Eigenwerte 0 und 1. In der Summe der Identität (3.9a)
bleibt dadurch nur ein einziger Term übrig. Wenn wir uns für den Erwartungswert von ÔQ
bezüglich des auf P̂S projizierten Quantensystems interessieren, können wir Gl. (3.9a) sofort
danach au�ösen und erhalten

(3.13) ⟨ÔQ⟩ρ′′Q = ⟨ÔQS⟩ρ′QS⟨P̂S⟩ρ′S =
⟨Ô12⟩ρ12⟨T†AP̂STA + T

†
B P̂STB⟩ρM .

3Die Matrixdarstellung erfolgt wieder in der Standardbasis bezüglich des Quantons Q. Jeder Eintrag enthält
dabei einen auf dem Marker M agierenden Operator.

4Vergleiche auch Gl. 2.21 auf Seite 13.
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Abbildung 3.3. Interferenzmuster p′′(ϕ). (b) Für eine geeignete Kon-
�guration der Parameter (i)–(v) von Interferometer und Sonde bezeugt
destruktive Interferenz amUrsprung ϕ = 0 Verschränkung zwischen den
beiden Probenteilchen 1 und 2. (a) Konstruktive Interferenz deutet hin-
gegen darauf hin, dass entweder keine Verschränkung vorliegt oder der
Überlapp des verschränkten Zustands mit dem verschränkten Eigenvek-
tor von Ô12 zu klein für erfolgreiche Detektion ist.

Das bedeutet, dass sich aus dem Interferenzbild der gewünschten Erwartungswert des de-
signierten Verschränkungszeugen Ô12 ablesen lässt. Die im Nenner au�auchende Ensem-
blewahrscheinlichkeit

(3.14) ⟨T†AP̂STA + T
†
B P̂STB⟩ρM = ⟨P̂S⟩ρ′S ⟨T†ATA + T

†
BTB⟩ρM

kann sich allerdings als störend erweisen: Verschwindet sie, lässt sich das Subensemble nicht
selektieren, da der zugehörige Prozess nicht statt�ndet. Ist dies der Fall, so muss ⟨Ô12⟩ρ12 auf
eine andere, im Kontext des jeweiligen Experiments zu klärende Art bestimmt werden. Fer-
ner liefert im Regelfall das Vorzeichen des Erwartungswerts des Verschränkungszeugen das
Kriterium für Verschränkung und nicht etwa das Über- oder Unterschreiten eines von Null
verschiedenen Schwellenwerts. Tri jedoch letzteres zu oder ist man an einer quantitati-
ven Bestimmung von ⟨Ô12⟩ρ12 interessiert, so verhindert der Nenner in (3.13) den Erfolg mit
abzusehender Sicherheit. Uns werden in späteren Kapiteln Probleme dieser Art begegnen.

2.3. Ablesen der Verschränkung direkt aus dem Interferenzmuster. Demgegenüber
soll die Nützlichkeit von (3.13) mit einem Beispiel unterstrichen werden, welches zu einem
greifbaren Kriterium für Verschränkung führt, Abb. 3.3. Sei ÔQ = σ 1Q. Die Observable wählt
daraufhin also explizit die für die Interferenz verantwortlichen Kohärenzen des Quantons
aus. Dann ist

⟨Ô12⟩ρ12 ∝ ⟨ÔQ⟩ρ′′Q = ⟨T
†
B P̂S TA+ T

†
AP̂S TB⟩ρM⟨T†AP̂S TA+ T
†
B P̂S TB⟩ρM = p

′′(0) − p′′(π) = 2p′′(0) − 1(3.15a)

= V cos α,(3.15b)

der Interferenzbeitrag bei verschwindender Phasenverschiebung, d.h. ϕ = 0. Wir wollen
nun annehmen, dass man die Parameter (i)–(v) geeignet wählen kann und die mit ÔQ⊗ P̂S
assoziierte Observable Ô12 tatsächlich ein Verschränkungszeuge ist. Dann wird es möglich,
einen verschränkten Zustand ρ12 direkt durch einen Blick auf das Interferenzbild bzw. durch
Fit von p′′(ϕ) an experimentelle Daten zu detektieren: Falls der Interferenzbeitrag positiv
ist, also im Falle cos α > 0 beziehungsweise −π/2 < α = arg(⟨T†AP̂S TB⟩ρM) < π/2, liegt
bei ϕ = 0 konstruktive Interferenz vor und wir haben keine Information darüber, ob ρ12
separabel war oder nicht, Abb. 3.3a. Falls jedoch cos α < 0 gefunden wird, handelt es sich
um destruktive Interferenz und die beiden Teilchen waren eindeutig verschränkt, Abb. 3.3b.
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Schlussfolgerungen

Zusammenfassend hat dieses Kapitel vielversprechendeMöglichkeiten aufgezeigt, Ver-
schränkungszeugen mittels Ein-Teilchen-Interferenz zum Nachweis von EPR-Korrelatio-
nen zu implementieren. Die Zeugen sind ein mächtiges Instrument, sofern man eine Vor-
stellung davon hat, welche verschränkten Quantenzustände nach der Präparation vorliegen
können. Dies ist insbesondere dann der Fall, wennman erfahren will, ob Rauschen die Her-
stellung eines bestimmten verschränkten Zustands unterbindet. Je mehr Kenntnis über die-
sen vorliegt, umso weniger mussman über das Rauschen für eine eindeutige Klassi�zierung
des Zustands wissen (Gühne u. a. 2002). In anderen Fällen kann es dagegen nötig werden,
mehr als einen Verschränkungszeugen auszuwerten.

Dies führt auf die Frage, ob die in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Methode auf
alle verschränkten Zustände angewandt werden kann. Lässt sich also immer ein Satz von
Parametern (i)–(v) �nden, sodass ein vorgegebener verschränkter Zustand im Detektions-
bereich liegt? Da kein universeller Algorithmus zur Konstruktion von Zeugen aus der e�ek-
tiven Observablen Ô12 existiert, kann dies allgemein nicht beantwortet werden.Wir werden
in den folgenden Kapiteln sehen, dass dieWechselwirkung zwischen Sonde und Zielsystem
starken bis entscheidenden Ein�uss auf den Erfolg einer heuristischen, auf systematischem
Ausprobieren basierenden Suche hat. Des Weiteren wird stellenweise deutlich werden, dass
sich augenblicklich neue Möglichkeiten ergeben, wenn man selbst aufgezwungene Forde-
rungen abschwächt.

Vor jedem experimentellen Versuch einer Implementierung muss auch diskutiert wer-
den, wie vieleMessungen nötig sind, umdie für den Erwartungswert ⟨Ô12⟩ρ12 nötigen Daten
aus dem Interferenzbild zu beziehen. Einem einzigen erfolgreichen Ereignis gehen womög-
lich hunderte wenn nicht tausende erfolglose Präparationen voraus. Je nach Aufwand einer
solchen Präparation disquali�ziert sich unsere Methode von selbst.

Und schließlich müssen Zweifel ausgeräumt werden, experimentelle Unwägbarkeiten
könnten bewirken, dass Verschränkung aufgespürt wird, wo gar keine ist. Dementspre-
chend ist eine Fehlerabschätzung bezüglich der Parameter (iv) und (v) der Sonde nötig.





KAPITEL 4

Die Streuung an Festkörperstörstellen

Wir werden zunächst zeigen, dass das Konzept im vorangehenden Kapitel 3 erlaubt,
einen bereits bestehenden Ansatz (Loss u. Sukhorukov 2000) zurDetektion von Verschrän-
kung zwischen zwei Quantenpunkten (Reed 1993) in einem verglichen mit der Originalar-
beit eher minimalistischen theoretischen Rahmen zu verstehen, zu reproduzieren und zu
erweitern.

In diesem Kapitel betrachten wir ein einzelnes Elektron, dessen Spin mit zwei in ei-
nem symmetrischen Festkörperinterferometer vom Typ des Youngexperiments eingelasse-
nen Spin- 1

2
-Störstellen interagiert und als Sonde auf gegenseitige Verschränkung testet. Die

räumlicheDistanz dermagnetischen Störstellen soll dabei größer als die Reichweite ihrer di-
rektenWechselwirkung sein. Bei dem Interferometer handelt es sich umeinenmit zwei spei-
senden Leitern verbundenen Aharonov-Bohm-Ring, siehe Abschnitt 1. Loss u. Sukhorukov
(2000) geben durch elaborierte Behandlung mesoskopischer Transporteigenscha�en und
Untersuchung von Rauschen eine Antwort auf die konkrete Frage, wie Verschränkung für
Elektronen in Festkörpern – als Beispiel massiver Teilchen – detektiert werden kann. Hier
soll hingegen allgemein Minimalismus für eine einleuchtende Erklärung, das Superpositi-
onsprinzip und Interferenz imVordergrund stehen. Der Vorschlag der vorliegenden Arbeit
hat denAnspruch allgemeiner Relevanz und ist vom Szenario unabhängig. DemAharonov-
Bohm-Ring entspricht imAnsatz von Loss u. Sukhorukov (2000) ein schwach an zwei Leiter
gekoppelter doppelter Quantenpunkt, Abb. 4.1. Als Sonde soll auch dort ein einzelnes Elek-
tron verwendet werden, das von dem auch zur Strom- und Rauschmessung verwendeten

Abbildung 4.1. Der doppelte Quantenpunkt von Loss u. Sukhorukov
(2000). Das System enthält zwei Elektronen und ist schwach an metal-
lische Leiter 1, . . . , 4 gekoppelt, die sich auf den chemischen Potentialen
µ1 , . . . , µ4 be�nden. Dies führt dazu, dass das Sondenelektron auf einem
geschlossenen Pfad zwischen den Punkten und den Leitern 1 sowie 2 tun-
nelt und nach Anlegen eines magnetischen Feldes sich die so ergebenden
Wegalternativen um eine Aharonov-Bohm-Phase ϕ unterscheiden.
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Abbildung 4.2. Prinzipdarstellung zum magnetischen Aharonov-
Bohm-E�ekt (Aharonov u. Bohm 1959). Gezeigt ist ein Experiment, mit
dem die Interferenz unter Ein�uss eines zeitunabhängigen Vektorpo-
tentials demonstriert werden kann. Die Achse der Zylinderspule (engl.
Solenoid) steht senkrecht zur Papierober�äche, die Wellenfunktion des
Elektrons ist eine zweiteilige ebene Welle.

Leiter 1 (2) kommend die Möglichkeit hat, in beide Punkte zu tunneln. Es ist auf das herr-
schende Coulombblockaden-Regime zurückzuführen, dass stets nur ein einzelnes Elektron
über virtuelle Zustände des doppelten Quantenpunkts tunnelt und mit ihm interagiert.

Während sich der nun folgende erste Abschnitt zur Einführung mit Aharonov-Bohm-
Ringen und dem gleichnamigen E�ekt befasst, diskutieren wir in Abschnitt 2 die beiden im
Festkörper eingebetteten magnetischen Einschlüsse, deren Verschränkung wir nachweisen
wollen. Im Anschluss an die Motivierung für die gewählte Beschreibung der Wechselwir-
kung wird dann in Paragraph 3 begonnen, nach möglichen Implementierungen für Ver-
schränkungszeugen zu forschen. Der Unterabschnitt 4 setzt schließlich diese Bemühungen
in verallgemeinerter Form fort.

1. Aharonov-Bohm-Ringe und der magnetische Aharonov-Bohm-E�ekt

Schaut man sich die Zahl der Verö�entlichung zu Aharonov-Bohm-Ringen an, könn-
te man sie womöglich als Lieblingstestumfeld derjenigen Physiker bezeichnen, die sich für
quantenmechanische Phänomene in elektronischen Materialen interessieren. Bei den Rin-
gen handelt es sich imWesentlichen um wenige Mikrometer große Schleifen aus leitendem
Material (Pierre u. Birge 2002), deren geringe Zahl (magnetischer) Verunreinigungen einen
kohärenten Transport von Elektronen von einem Punkt des Ringes zur gegenüberliegen-
den Seite ermöglicht. Folglich kommt es zur Interferenz zwischen denWegalternativen, die
durch Einfädeln eines magnetischen Flusses durch die Schleife beobachtet werden kann.
Kurz gesagt sorgt das Magnetfeld für eine Phasendi�erenz zwischen den Elektronwellen-
funktionen in den Armen der Anordnung, sodass das Elektron abhängig von der Feldstärke
konstruktiv oder destruktiv interferiert.

Zum Zwecke einer Erklärung dieses Aharonov-Bohm-E�ekts wurde in Ref. (Aharonov
u. Bohm 1959) das Interferenzexperiment der Abb. 4.2 diskutiert: Dort treten die Elektronen
auf der linken Seite ein, woraufhin der Strahl kohärent gemäß einem 2-Wege-Interferometer
getrennt wird. Somit kann jede Änderung der relativen Phasen zwischen den Strahlen nach
deren erneuter Zusammenführung auf der rechten Seite als Verschiebung des Interferenz-
musters beobachtet werden. Gegen das stationäre Magnetfeld, das in die Region zwischen
den beiden Strahlwegen eingebracht wird, sollen die Elektronen vollständig abgeschirmt
werden, sodass deren Aufenthaltswahrscheinlichkeit dort Null beträgt. Modellha� können
wir beispielsweise annehmen, dass das Feld von einer unendlich langen, von Ablenkplat-
ten geeignet umgebenen, stromdurch�ossenen Zylinderspule mit Radius ρ0 erzeugt wird,
deren Symmetrieachse mit der ẑ-Richtung zusammenfällt: B = BΘ(ρ − ρ0) ẑ, das Feld
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wird also perfekt auf den Innenbereich der Spule beschränkt. O�ensichtlich kann jedoch
das zugehörige Vektorpotential A nicht überall im Außenbereich – also im Träger der Elek-
tronwellenfunktion – verschwinden, da der magnetische Fluss durch jede von einem den
Ursprung umlaufenden, d.h. nicht einfach zusammenhängenden Pfad ∂Γ eingeschlossene
Fläche Γ konstant ungleich Null ist1:

(4.1) Φ(Γ) = ∫
Γ
B ⋅ n̂ dS = ∫

∂Γ
A ⋅ ds.

In Gaußschen Einheiten lautet der Hamiltonian dieses Problems und die Ortsdarstellung
der zeitunabhängigenElektronwellenfunktion für jedes einfach zusammenhängendeGebiet

H = 1

2m
(p − eA/c)2 ,(4.2)

ψ = ψ(0) e−iϕ/ħ ,(4.3)

wobei ψ(0) die Lösung für A = 0, d.h. in Abwesenheit des eingeschlossenen Magnetfeldes,
und ∇ϕ/ħ = eA/c ist. Es muss berücksichtigt werden, dass der Außenbereich der Spule
mehrfach zusammenhängend und daher im Allgemeinen nicht jedes Element des De�ni-
tionsbereichs der Funktion (4.3) auf ein einziges, wohl de�niertes Element des Bildbereiches
abgebildet wird. Es handelt sich nicht mehr um eine gültige Lösung der Schrödingerglei-
chung. In der bewusst simpel gewählten Geometrie lässt sich jedoch das Problem (ganz
im Sinne der bereits vorgestellten abstrakten Beschreibung binärer Interferometer) mit ei-

ner Superposition ψ = ψA + ψB zweier Wellenfunktionen ψA,B = ψ(0)A,B e
−iϕA,B/ħ mit Phasen

ϕA,B = e ∫γA,B A ⋅ ds/c behandeln. Die Wegintegrale laufen dabei entlang der jeweils durch
einfach zusammenhängende Gebiete propagierenden Strahlen A und B, ∂Γ = γB − γA. De-
ren Interferenz wird folglich von der Di�erenz ϕ = ϕB − ϕA = eΦ/ħc der Phasen abhängen:
Das Muster ist eine periodische Funktion des magnetischen Flusses Φ, die Periode beträgt
2πħc/e.

Es ist damit gezeigt, dass trotz der Eichfreiheit in einem feldfreien, mehrfach zusam-
menhängenden Gebiet des Raumes die physikalischen Eigenscha�en des Systems vomma-
gnetischen Potential A abhängen. Dies steht imWiderspruch zur klassischen Beschreibung,
in der die elektromagnetischen Potentiale als mathematische Helfer betrachtet werden und
demgemäß nur die Felder durch Au�auchen in den Bewegungsgleichungen physikalische
Bedeutung erlangen: Klassisch kann das Potential A den E�ekt nicht erzeugen. Experimen-
tell war jedoch schnell klar (Peshkin u. Tonomura 1989), dass dieWirkungmagnetischer Fel-
der in abgeschirmten Gebieten von der Quantenmechanik korrekt beschrieben wird, da in
den kanonischenFormalismus die Potentiale direkt eingehen, (4.2). Folglich liefern die lokal
observablen Maxwellfelder eine unzureichende Beschreibung der Physik. Hingegen geben
die nichtobservablen Potentiale mehr als hinreichende Informationen: Durch Eichtransfor-
mationen verknüp�e Potentiale beschreiben dieselbe Physik. Die sowohl hinreichende als
auch notwendige Beschreibung erfolgt allein durch die Phasenfaktoren ϕ.

2. Magnetische Einschlüsse und Spin-Umklapp-Wechselwirkung

In einem realistischenmesoskopischen Szenario streut das Elektron sowohlmagnetisch
als auch räumlich mit den Störstellen. Zwanglos führt dies auf die Studie des Kondoe�ekts
(Hewson 1997), d.h. demVerhalten des elektrischenWiderstands inmitmagnetischen Stör-
stellen durchsetzten Metallen. Für Übergangsmetallionen, die mittels ihres lokalen magne-
tischenMoments nachweislich als Störstelle immetallischenLeiter au�reten, wird die Streu-
ung traditionell mit einem s-d-Austausch-Hamiltonian beschrieben. Die Störstellen treten

1Tatsächlich gilt (in Zylinderkoordinaten)

A =
1

2
B êφ

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

ρ, ρ ≤ ρ0

ρ20/ρ, ρ > ρ0 .
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in diesem Modell als lokalisierte Spins auf, die mit den Leitungselektronen durch einen
Umklappprozesse beschreibenden Austauschterm wechselwirken (Hewson 1997, Kap. 1.5).
Kürzlich wurde experimentell der Ein�uss dieser Spin-Umklappprozesse auf Aharonov-
Bohm-Oszillationen studiert (Pierre u. Birge 2002) und es gelang dadurch, die Präsenz von
sehr wenigen magnetischen Störstellen nachzuweisen.

Um der Klarheit willen zeichnen wir die Vorgänge im Festkörper in einem stark ver-
einfachten ballistischen Bild (Washburn u. Webb 1992), in welchem wir uns die Pfadalter-
nativen des Elektrons als eindimensionale nichtmagnetische Leiter vorstellen, in die die bei-
denmagnetischen Spin- 12 -Störstellen eingelassen sind, Abb. 4.3. Diese Anschauung mag ge-
rechtfertigt sein, falls alles, was im folgenden relevant ist, auf einer Längenskala kleiner als
der mittleren freienWeglänge geschieht, d.h. derWirkungsquerschnitt der Leiter bezüglich
störender Streue�ekte klein genug ist. Auch dieWechselwirkung zwischen dem Spin des als
Sonde dienenden Elektrons und einer der beiden magnetischen Störstellen soll phänome-
nologisch modelliert werden. Wir ziehen dazu den sehr simplen Spin-Flip-Hamiltonian

(4.4) VA,B = ħ∑
i

g i1,2σ
i
Sσ

i
1,2

heran (wie z.B. bei Costa Jr. u. a. 2006). Die Parameter {g i1,2} geben die Stärke der hier als
anisotrop angenommenen Kopplung an und werden als experimentell veränderlich ange-
sehen. Im einfachsten Fall also erfährt das Elektron dieselbe Wechselwirkung durch beide
Störstellen. Wohlgemerkt konzentrieren wir uns ausschließlich auf die Spinfreiheitsgrade
und sehen von der räumlichen Beschreibung ab.

Komplett auf die Ortsfreiheitsgrade zu verzichten, mag nicht sehr realistisch sein und
eignet sich in den allermeisten Fällen nur als wegbereitende Idealisierung. Dennoch, mögli-
cherweise bieten hierfür von akustischen Ober�ächenwellen gefangene und mit gleichmä-
ßiger Geschwindigkeit getragene Elektronen ein Szenario (Barnes u. a. 2000). Die Idee ba-
siert auf dem Herausgreifen von Elektronen aus einem zweidimensionalen Elektronengas:
Ein angelegtes Magnetfeld sorgt dafür, dass die danach in einem quasi-eindimensionalen
Kanal mit der Ober�ächenwelle transportierten Teilchen in einem kontrollierbaren, reinen
Spinzustand vorliegen, mit dem sie dann magnetisch – ohne räumliche Streuung, sondern
nur aufgrund des nahen Vorbeilaufens –mit den räumlich festen Störstellen wechselwirken
könnten. Durch Anpassung der Propagationsgeschwindigkeit sollte dann die Wechselwir-
kungszeit regulierbar sein.

Welche Beziehung besteht nun zu den Quantenpunkten aus Ref. (Loss u. Sukhoru-
kov 2000)? Es stellt sich heraus (siehe auch Burkard u. a. 2000, Kap. 6.3), dass die in der
Verö�entlichung beschriebene e�ektive Austauschkopplung zwischen den Spins der Elek-
tronen in Reservoir und Quantenpunkten tatsächlich identisch zu unserer e�ektiven Spin-
Umklapp-Wechselwirkung von Sondenelektron und Spin- 1

2
Störstellen ist. Wir können da-

her das Problem der Detektion von Verschränkung mit unseren sehr viel einfacheren hand-
werklichen Mitteln diskutieren.

3. Realisierung des Singulettzeugen

Nach der Besprechung der physikalischen Situation beschä�igen wir uns nun mit der
Implementierung von Verschränkungszeugen. Wir betrachten dazu allgemein Zeugen der
Form

(4.5) WU = 1 − 2U ∣Φ+⟩1212⟨Φ+∣U† ,
wobei ∣Φ+⟩12 = (∣00⟩12 + ∣11⟩12)/√2 der kanonisch maximal verschränkte Zustand (Hayashi
2006) der Qubits 1 und 2 ist und zu den vier Bellzuständen gehört. Für U wollen wir nur
lokale, d.h. hier unkorrelierte, unitäre Transformationen der Art U = U1 ⊗ V2 mit belie-
bigen U ,V ∈ U(2) = U(1) × SU(2) zulassen, wobei U(1) die multiplikative Gruppe aller
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Abbildung 4.3. Elektronisches Aharonov-Bohm-Interferometer mit
Spin- 12 -Störstellen 1, 2 und magnetischem Fluss Φ. Das durch den Ring
propagierende Elektron stößt auf zwei sich gegenseitig ausschließende
Pfadalternativen: Entweder besucht es die erste Störstelle, indem es Arm
Awählt, oder eswechselwirktmit der zweiten aufWeg B, jeweils beschrie-
ben durch den Spin-Flip-Hamiltonian der Gleichung (4.4).

komplexen Zahlen mit Absolutbetrag 1 bezeichnet: U(1) = {z ∈ C ∣ ∣z∣ = 1}. Der Erwar-
tungswert des Zeugen WU ist nichtnegativ für alle separablen Zustände, denn der Über-
lapp eines jeden separablen reinen Zustands, d.h. eines jeden Produktzustands, und dem
maximal verschränkten Zustand U ∣Φ+⟩12 ist 12 , siehe Anhang A, Unterabschnitt 32. Daher
detektiert WU alle verschränkten Zustände ρ12 mit 12⟨Φ+∣U†ρ12U ∣Φ+⟩12 > 1

2 . Die Idee ist

im Folgenden, zunächst für eine bestimmte Transformation Ũ eine Kon�guration der Pa-
rameter (ii)–(v) mit Ô12 ∝ WŨ zu �nden. Mit dieser als Grundlage sollen anschließend
weitere Kon�gurationen nun aber für beliebige U mittels lokaler unitärer Transformatio-
nen bestimmt werden.

Die folgende Wahl der vertrauten Parameter realisiert nun den optimalen Verschrän-
kungszeugen3

(4.6) W− = 1 − 2∣Ψ−⟩1212⟨Ψ−∣ =
⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
des maximal verschränkten Singulettzustands ∣Ψ−⟩12 = iσ 21 ∣Φ+⟩12 = Ũ ∣Φ+⟩12:

(ii) Durch dieWahl ÔQ = σ 1Q werten wir die Kohärenzen des Quantons zu gleichen Tei-
len aus. In einer symmetrischen Anordnung wie der der Abb. 4.3 �ndet dieWechselwirkung
in beiden Armen jeweils während der Zeit t statt und induziert die unitäre Zeitentwicklung

(4.7) TA,B = e−iVA,B t/ħ = α1,2(t) (1 + σS ⋅ σ 1,2) − 3∑
i=1

β i
1,2(t) σ i

Sσ
i
1,2

mit α1,2(t) =∏i cos(g i1,2 t) − i∏i sin(g i1,2 t) und β i
1,2(t) = eig i1,2 t cos((∑ j g

j
1,2 − g

i
1,2)t). Seien

nun die Kopplungen experimentell so eingestellt, dass dieWechselwirkung isotrop wirdmit
g i1 = g i2 = π/4t, i = 1, 2, 3.

(iii) Dann ist

(4.8) TA,B = e−iπ/4(1 + σS ⋅ σ 1,2)/2
2DieWU sind zudem optimal: Aus den Ausführungen im Anhang wird klar, dass sich für jedes U ein Pro-

duktzustand ∣ψ⟩ mit ∣⟨ψ∣U ∣Φ+⟩∣2 = 1
2
�nden lässt. Die Ebene des charakteristischen Vorzeichenwechsels verläu�

also tangential zu S .
3Die Matrixdarstellung erfolgt hier natürlich in der Standardbasis des Systems 12.
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und damit U ⊗3T(†)A,BU
⊗3† = T(†)A,B für alle U ∈ U(2). Letztere Eigenscha�, die sich aus der

Isotropie von T(†)A,B in den Generatoren von SU(2) erklärt, erweist sich später als besonders
nützlich.

(iv) Wird der Elektronenspin unpolarisiert gewählt, ρS = 1/2, und (v) verzichtet man
auf dessen nachträgliche Auslese, ÔS = 1, erhält man schließlich
(4.9) Ô12 = trS[ρS(T†B ÔSTA + h.c.)] = 12 trS[T†BTA + h.c.] = 12 (1 + σ 1 ⋅ σ2) =W−.
Da ÔQS = σ 1Q ist, liegt es nahe, den Erwartungswert ⟨Ô12⟩ρ12 über den Interferenzkontrast
bei ϕ = 0 zu bestimmen:
(4.10) ⟨ÔQ⟩ρ′Q = 2p′(0) − 1 = ⟨W−⟩ρ12 / ⟨T†ATA+ T

†
BTB⟩ρM = 12 ⟨W−⟩ρ12 .

Die Detektion verläu� dannwie in Abb. 3.3 auf Seite 22 illustriert: Liegt bei ϕ = 0 destruktive
Interferenz vor, weißman genau, dass die beiden Störstellen verschränkt waren und darüber
hinaus der verschränkte Zustand deutlichenÜberlappmit demmaximal verschränkten Sin-
gulettzustand ∣Ψ−⟩12 hatte. Demzufolge haben wir an dieser Stelle die Vorhersage von Loss
u. Sukhorukov (2000) wieder gefunden, dass die Aharonov-Bohm-Oszillationen eines im
Singulettzustand verschränkten doppeltenQuantenpunkts ein charakteristisches Minuszei-
chen zeigen.

3.1. Diskussion. Wir wollen mit einem heuristischen Argument zeigen, dass die ge-
genwärtige Wahl der Parameter (i)–(v) wie behauptet eine Situation scha , in der der In-
terferenzkontrast ein unzweideutiges Kriterium für Verschränkung liefert. Wir werden da-
zu sehen, dass der Singulettzustand ∣Ψ−⟩12 von den drei Triplettzuständen ∣00⟩12, ∣Ψ+⟩12 =(∣01⟩12 + ∣10⟩12)/√2 sowie ∣11⟩12 eindeutig unterschieden werden kann, während das Tri-
plett selbst nicht aufzulösen ist. Da die Projektoren auf diese Zustände einen vollständi-
gen Satz orthonormaler Observablen bilden, lassen sich die Ergebnisse ihrer Messungen
auch als von-Neumannmessung einer einzigen Observable mit den Eigenzuständen ∣Ψ−⟩12 ,∣00⟩12 , ∣Ψ+⟩12 sowie ∣11⟩12 au�assen. Dies de�niert einen Test für (4.10), denn präparieren
wir nacheinander diese vier Basiszustände und �nden wir daraufhin bei einer Messung von⟨σ 1Q⟩ρ′Q den Eigenwert − 12 für den Singulett- und den (dreifach entarteten) Eigenwert 12 für
die Triplettzustände, wissen wir, dass wir bis auf einen irrelevanten Faktor die Observable
Ô12 =W− und damit den gewünschten Singulettzeugen implementiert haben4.

Falls die beiden Spin- 12 -Störstellen zu Anfang im Singulettzustand vorliegen, erhält
nach Gleichung (4.10) die Interferenz�gur verglichen zu den Triplettkon�gurationen die
zusätzliche Phase α = π, sodass der Interferenzbeitrag bei ϕ = 0 aufgrund destruktiver In-
terferenz minimal und negativ wird. Dies ist gerade das Kriterium, nach dem unterschieden
wird. Nach (2.21) gilt

(4.11) p′(ϕ) = 1
2
+
eiϕ⟨T†BTA⟩ρM+ e−iϕ⟨T†ATB⟩ρM

2⟨T†ATA + T
†
BTB⟩ρM = 12 ± 14 cos ϕ ⟨W−⟩ρ12 = 12 ± 14 cos ϕ.

Tatsächlich lässt sich dies im Detail verstehen. Zu Beginn wählten wir das Sondenelektron
in der maximal gemischten Kon�guration, der inkohärenten Überlagung von ∣0⟩S und ∣1⟩S
bzw. ∣↑z⟩S ≡ ∣↑⟩S und ∣↓z⟩S ≡ ∣↓⟩S. Wir werden ∣↑⟩S und ∣↓⟩S getrennt diskutieren und an-
schließend die Ergebnisse durch simple Addition zusammenfassen.

Beginnen wir mit dem erstgenannten Zustand. Seien zusätzlich die beiden im Ring
eingebetteten Störstellen in einem der maximal verschränkten Zustände ∣Ψ±⟩12 = (∣↑↓⟩12 ±∣↓↑⟩12)/√2. Auf beiden Pfaden tauscht das Elektron aufgrund der isotropen Spin-Umklapp-
Wechselwirkung (4.8) seine Polarisierung mit der jeweiligen Störstelle. Die Pfadalternati-
ven können nur dann interferieren, wenn die Markerendzustände auf beiden Pfaden nicht
verschwindenden Überlapp haben, d.h. sich zumindest teilweise überschneiden. Dies sieht
man auch an Gleichung (4.11), wo der Interferenzbeitrag allein durch den Überlapp von

4Man überzeuge sich davon, dassW− = −∣Ψ−⟩⟨Ψ− ∣ + ∣00⟩⟨00∣+ ∣Ψ+⟩⟨Ψ+ ∣ + ∣11⟩⟨11∣.
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TA∣↑⟩S ∣Ψ±⟩12 und TB ∣↑⟩S∣Ψ±⟩12 bestimmt wird. Da Spinzustände entgegengesetzer Polari-
sierung absolut unterscheidbar und damit orthogonal sind, spielen für die Interferenz bei∣Ψ±⟩12 nur diejenigen Zustände der Superpositionen eine Rolle, die auf beiden Pfaden durch
Umklappen verändert worden sind, d.h.

⟨T†ATB⟩ρM = ⟨T†BTA⟩ρM = ± 12 S12⟨↑↑↓∣T†BTA∣↑↓↑⟩S12 = ± 12 S12⟨↓↑↑∣↓↑↑⟩S12 = ± 12 .(4.12a)

Gleiches gilt, falls das Elektron zu Beginn im Zustand ∣↓⟩S polarisiert ist,
⟨T†ATB⟩ρM = ⟨T†BTA⟩ρM = ± 12 S12⟨↓↓↑∣T†BTA∣↓↑↓⟩S12 = ± 12 S12⟨↑↓↓∣↑↓↓⟩S12 = ± 12 .(4.12b)

Alle anderen möglichen Endzustände wären orthogonal. Damit gilt obiges Ergebnis auch
für die inkohärente Superposition ρS = 1/2. Entscheidend für die Funktion als Verschrän-
kungszeuge ist, dass in die Kreuzterme die Phase zwischen ∣↑↓⟩12 und ∣↓↑⟩12 eingeht.

Widmen wir uns abschließend den beiden übrigen unverschränkten Triplettzuständen∣↑↑⟩12 und ∣↓↓⟩12 . Die beiden Pfadalternativen interferieren unter diesen Umständen nur
dann, wenn das Elektron anfänglich in der jeweils zu den Störstellen gleich gerichteten Po-
larisation vorliegt. Bei der statistischen Mischung ρS = 1/2 beträgt die Wahrscheinlichkeit
dafür 1/2, es ist für ∣↑↑⟩12

⟨T†ATB⟩ρM = ⟨T†BTA⟩ρM = 12 S12⟨↑↑↑∣T†BTA∣↑↑↑⟩S12 = 12(4.13a)

und ebenso für ∣↓↓⟩12
⟨T†ATB⟩ρM = ⟨T†BTA⟩ρM = 12 S12⟨↓↓↓∣T†BTA∣↓↓↓⟩S12 = 12 .(4.13b)

Allein für den Singulettzustand �ndet man demnach destruktive Interferenz. Hingegen ist
das Interferenzmuster für jeden der drei Triplettzustände identisch, man kann sie nicht un-
terscheiden. Damit ist alles gezeigt.

4. Realisierung weiterer Zeugen

Wie angekündigt wollen wir nun das Ergebnis (4.9) verwenden, um zusätzliche Zeugen
zu implementieren. Diesem Gedanke folgend stellt man zu Beginn fest, dass für jede lokale
unitäre Transformation U ∈ U(2) ×U(2) die Verknüpfung
(4.14) WU = UŨ†W−ŨU† = Uσ 21W−σ

2
1 U

† = (U1 ⊗ 12)W−(U †
1 ⊗ 12) ≡ U1W−U

†
1

mitU ∈ U(2) besteht5, denn wie für isotrop gewählte T(†)A,B gilt für den optimalen Singulett-

Zeugen U ⊗2W−U ⊗2† = W− = (1 + σ 1 ⋅ σ2)/2. Außerdem wurde die Abgeschlossenheit
der Gruppe unter der Matrixmultiplikation angewandt. Ferner �ndet von nun an die Kurz-
schreibweise U1 für (U1 ⊗ 12) Verwendung, sofern Verwechslung ausgeschlossen ist. Mit
der unitären Transformation U wird die Ebene des charakteristischen Vorzeichenwechsels
des ZeugenW− so gedreht, dass er statt bezüglich des Singulettzustands ∣Ψ−⟩nun optimal in
Bezug auf den Zustand U1∣Ψ−⟩ ist. Dieser soll im Folgenden die Bezeichnung ∣ΨU ⟩ tragen.

Man sieht sofort ein, dass im Falle U ≠ ±1 die Isotropie des Verschränkungszeugen
WU in den Paulimatrizen gebrochen wird. Beispielsweise kann der Zeuge für den Triplett-
zustand ∣Ψ+⟩12 nur als deren anisotrope Kombination geschrieben werden, nämlich als
(4.15) W+ = 12(1 − σ 11 σ 12 − σ 21 σ 22 + σ 31 σ 32 ) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 −1 0
0 −1 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
.

Dies gibt Anlass, über zwei mögliche Implementierungsverfahren nachzudenken.

5Die unitäre Transformation Ũ wird kurz nach Gleichung (4.6) auf Seite 29 de�niert.
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4.1. Finetuning derWechselwirkung. Die erste Option stammt von Loss u. Sukhoru-
kov (2000). Sie schlagen das Anlegen eines inhomogenen magnetischen Feldes vor, welches
eine (Berry-)Phasendi�erenz (Berry 1984; Zwanziger u. a. 1990) zwischen verschiedenen
Armendes Interferometers und Spinkomponenten erzeugt. DieseMaßnahmebricht sowohl
die räumliche Symmetrie der Wechselwirkung als auch die Invarianz unter Vertauschung
der Spins 1 und 2. In der Beschreibungmittels des Hamiltonians (4.4) kommt diesemAnsatz
ein Abstimmen der Kopplungsstärken {g i1,2} gleich. Für ρS = 1/2, ÔS = 1 gelangt man zu
(4.16) Ô12 = 2{Re(α1α∗2 )1 +∑i Re((α1 − β i

1)(α2 − β i
2)∗) σ i⊗ σ i} .

Da man bei diesem designierten Zeugen Diagonalgestalt in der Paulidarstellung vor�ndet,
ist die Zahl der erreichbarenWU stark einschränkt. Zumindest die vier Bellzustände lassen
sich so jedoch detektieren. Beispielsweise kann die Triplettwitness realisiert werden, indem
die bisherige Wahl g i1 = g i2 = π/4t für alle i = 1, 2, 3 mit jedoch zwei Ausnahmen beibehal-
ten wird: Die Komponenten i = 1 und 2 müssen für einen der beiden Spins eine stärkere
Wechselwirkung 3π/4t sehen6.

4.2. Finetuning der Sonde. Eleganter und leistungsfähiger wäre es jedoch, gelänge
die Umsetzung anderer Verschränkungszeugen ohne die Hilfe zusätzlicher magnetischer
Kontrollfelder, sondern allein durch Anpassen und Messen der Eigenscha�en des Sonden-
elektrons sowie Bewahren der einfachen isotropen Wechselwirkung. Tatsächlich ist dies
möglich, denn zu Beginn stößt man wegen (4.9) auf die Beziehung

WU = 12 trS[U1T†BTAU
†
1 + h.c.],(4.17a)

die sich unter zweifacher Verwendung der Identität U1T
(†)
A U

†
1 =U

†
S T
(†)
A US sofort in

= 12 trS[UST†BU †
S TA +U

†
S T

†
AUSTB](4.17b)

verwandelt. Um das Ergebnis in der gewünschten Form trS[ρS(T†B ÔSTA+T
†
AÔSTB)] schrei-

ben zu können - d.h. mit ρS ∼ US und ÔS = US -, muss U hermitesch gefordert werden,
was die Wahl derU wie folgt einschränkt: In der universellen Parametrisierung

(4.18) U = (cos α 1 + i sin α (n̂α ⋅ σ))(1 0
0 eiθ

) ,
wobei α, nα i , θ ∈ R, n̂2α = 1, erhält man nach kurzer Rechnung
(4.19) ∥U −U

†∥
HS
= 8{cos2(θ/2)− cos θ (sin(θ/2) sinα nα3 + cos(θ/2) cosα)2}.

Für ein Verschwinden der Hilbert-Schmidt-Norm (und damit U = U
†) gibt es nur zwei

Möglichkeiten:
θ = kπ ∧ α = k̃π, k , k̃ ∈ Z. Dann ist jedoch U = ±1 und gänzlich uninteressant, weil

dies wieder aufW− zurückführt.
θ = (2k + 1)π ∧ nα3 = 0, k ∈ Z. Dieser Fall ist ungleich vielversprechender, man �ndet

U = (− sin α nα2 , sin α nα1 , cos α) ⋅ σ ≡ n̂′ ⋅ σ , da n2α1 + n2α2 = 1.
(iv) Wir wählen demzufolge die zweiteMöglichkeit, müssen dabei aber einen Kompro-

miss eingehen: Wir de�nieren ρS = 1
2
(1 +US) und stellen im Zuge dessen sicher, dass ρS

nichtnegativ und somit wohlde�niert ist. Wir nehmen gleichzeitig in Kauf, dass ein solcher
reiner Zustand der Elektronpolarisation mit heutigen Mitteln der Spintronik nicht herzu-
stellen ist (Braun u. a. 2004).

6Für ∣Φ+⟩12 sind es dann die Komponenten i = 1 und 3, den Verschränkungszeugen zu ∣Φ−⟩12 realisiert man
mit der Anpassung von g21 sowie g

3
1 .
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(v) Die Sondenobservable setzen wir hingegen einfach zu ÔS = US fest. Wir haben

⟨ÔQS⟩ρ′QS = ⟨Ô12⟩ρ12 / ⟨T†ATA + T
†
BTB⟩ρM(4.20a)

= ⟨Ô12⟩ρ12 / 2(4.20b)

= 12 ⟨WU⟩ρ12 + 14 ⟨U1 +U2⟩ρ12 .(4.20c)

Im eingeschlagenen Mittelweg weicht also die auf demZielsubsystem operierendeObserva-
ble Ô12 vom gesuchten ZeugenWU ab. Es muss untersucht werden, ob der Erwartungswert
(4.20c) im Falle von Verschränkung ein verwertbares charakteristisches Verhalten zeigt und
insbesondere, inwieweit ein verschränkter Zustand detektiert werden kann. Sei dazu ∣ψ⟩12
ein beliebiger separabler wie auch reiner Zustand des Zielsubsystems 12. Die Restriktion auf
reine Zustände erfolgt ohne Beschränkung der allgemeinen Gültigkeit der nun folgenden
Argumentation7. Man berechnet zunächst

12⟨ψ∣Ô12∣ψ⟩12 = 12⟨ψ∣U1{W− + 12(U1 +U2)}U1∣ψ⟩12 ,(4.21a)

wobei jedoch durch ∣ψ′⟩12 = U1 ∣ψ⟩12 gleich ein neuer Produktzustand gegeben ist. Demzu-
folge können wir für obigen Erwartungswert auch

= 12⟨ψ′∣W−∣ψ′⟩12 + 12 12⟨ψ′∣U1 ∣ψ′⟩12 + 12 12⟨ψ′∣U2 ∣ψ′⟩12(4.21b)

schreiben. Mit der Parametrisierung ∣ψ′⟩1212⟨ψ′∣ = 1
4 (1 + p̂

′
1 ⋅ σ 1)(1 + p̂

′
2 ⋅ σ2), ∣p̂′1,2 ∣ = 1,

�nden wir im Anschluss daran

= 12(1 + p̂′1 ⋅ p̂′2 + n̂′ ⋅ p̂′1 + n̂′ ⋅ p̂′2)(4.21c)

und erkennen schließlich, dass für alle separablen Zustände ρ12 der fragliche Erwartungs-
wert ⟨ÔQS⟩ρ′QS nur Werte von − 18 bis 1 annehmen kann. Liegt ein Ergebnis ⟨ÔQS⟩ρ′QS < − 18
vor, war ρ12 demnach verschränkt. Es gibt zwar keinen charakteristischen Vorzeichenwech-
sel wie sonst bei Verschränkungszeugen üblich, aber die Unterschreitung des Schwellenwer-
tes − 18 ist wie sich hier herausstellt als Kriterium für Verschränkung ebenso geeignet.

Vielleicht sollte amRande die Bemerkung erlaubt sein, dass, fallsman auf den charakte-
ristischen Vorzeichenwechsel besteht, dieser durch Anpassung der Quantonobservable ÔQ
herzustellen ist: Sei zunächst allgemein ÔQ = u σ 0Q + v σ 1Q + w σ 2Q. Dann ist kurz gesagt

Ô12 = vWU + (u + v
2 )(U1 +U2) + w n̂

′
⋅ (σ 1 × σ2)(4.22a)

und tatsächlich können die Parameter so gewählt werden, dass Ô12 gleich

=WU(4.22b)

ist: Man liest aus Gl. (4.22a) ab, dass dies mit v = 1 = −2u sowie w = 0 gelingt.
4.3. Sortierung vonMessergebnissen. Widmenwir uns darüber hinaus der Frage, ob

eine Detektion dermaximal verschränkten Zustände ∣ΨU ⟩12 auch über die aller Voraussicht
nach simplere Messung der relativen Detektionsintensität einer einzigen Interferenz�gur
möglich ist. ⟨ÔQS⟩ρ′QS wird zwar durch die Interferenz mitbestimmt, der Erwartungswert
lässt sich aber im Allgemeinen nicht elementar aus lediglich einem Interferenzbild gewin-
nen und im Speziellen hier nicht, da ÔS = US keinen Projektor de�niert. Daher ist zu unter-
suchen, ob die Sortierung in (jeweils durch das Resultat der Messung von ÔS gekennzeich-
nete) Subensembles der In-situ-Messung von ⟨ÔQS⟩ρ′QS überlegen ist. Das Verfahren wurde

7Jeder gemischte Zustand ρ lässt sich als Konvexkombination reiner Zustände darstellen: ρ = ∑i pi ∣ψi ⟩⟨ψi ∣.
Dabei summieren sich die Wahrscheinlichkeiten pi > 0 (aufgrund der bekannten Anforderung an die Spur) zu
Eins, es ist∑i pi = 1. Der Erwartungswert einerObservable, beispielsweise desVerschränkungszeugenW , schreibt
sich somit auch ⟨W⟩ρ = ∑i pi⟨ψi ∣W ∣ψi ⟩. In der Summe tauchen die Erwartungswerte bezüglich der reiner Zu-
stände auf. Lässt sich für diese eine obere (untere) Schranke angeben, kann auch der Erwartungswert bezüglich ρ
diese nicht überschreiten (unterschreiten).
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abstrakt bereits in den Abschnitten 2.1 und 2.2 ab Seite 19 vorgestellt. Die Spektralzerlegung
vonUS lautet trivialerweise

(4.23) ÔS = 12 (1 +US) − 12(1 −US) ≡ P̂(+)S − P̂
(−)
S .

4.3.1. Betrachten wir zunächst P̂
(+)
S und verallgemeinern auf ÔQ = u σ 0Q + v σ 1Q + w σ 2Q.

Schnell �ndet man

Ô(+)12 = ∑i , j Q⟨i∣ÔQ∣ j⟩Q trS[ρS T†j P̂(+)S Ti](4.24a)

= u trS[ρS(T†AP̂(+)S TA + T
†
B P̂
(+)
S TB)](4.24b)

+ v trS[ρS(T†B P̂(+)S TA + T
†
AP̂
(+)
S TB)]

+ iw trS[ρS(T†AP̂(+)S TB − T
†
B P̂
(+)
S TA)]

= u1 + v
2 (W− +WU) + 12 (u + v)(U1 +U2)(4.24c)

= u(∣Ψ−⟩1212⟨Ψ−∣ + ∣ΨU ⟩1212⟨ΨU ∣) + 12 (u + v)(1 +U )⊗2 .(4.24d)

Der Beitrag von σ 2Q verschwindet, da trS[ρST†AP̂(+)S TB] = trS[ρST†B P̂(+)S TA]. Der Ausdruck
(4.24d) gibt uns sogleich die Spektraldarstellung, die wir zur Analyse benötigen. Aus ihm

geht hervor, dass Ô(+)12 die Summe von Projektoren auf zwei orthogonale Unterräume ist:
Mit dem zweifach entarteten Eigenwert u wird auf die separable inkohärente Summe der
beiden orthonormalen, maximal verschränkten Zustände ∣Ψ−⟩12 und ∣ΨU ⟩12 projiziert. So-
mit unterscheidet Ô(+)12 nicht zwischen dem Singulett- und dem viaU1 unitär äquivalenten
Zustand. Bei 14 (1+U )⊗2 handelt es sich derweil um den Projektor auf den Produktzustand∣ψ⟩1∣ψ⟩2, wobei ∣ψ⟩⟨ψ∣ = 1

2(1 + U ). Der zugehörige Eigenwert lautet 2(u + v). Man zeigt
leicht, dass dieser separable Eigenzustand ebenfalls orthonormal zu den beiden anderen
ist. Da die zwei au�retenden Projektoren unverschränkt sind, vermag die Observable kein
Zeuge zu sein, sodass dieses Subensemble als irrelevant verworfen werden muss.

4.3.2. Stattdessen soll die Auslese bezüglich des Eigenzustands P̂
(−)
S zum Eigenwert −1

erfolgen. Die auf dem Zielsubsystem operierende Observable Ô(−)12 ist

Ô(−)12 = u1 + v
2 (W− −WU) − u

2 (U1 +U2) − w n̂′ ⋅ (σ 1 × σ2)(4.25)

Der vergleichende Blick zu Gl. (4.24c) ist an dieser Stelle ausdrücklich erwünscht: Statt der
inkohärenten Summe von ∣Ψ−⟩12 und ∣ΨU ⟩ enthält Gl. (4.25) nun deren Di�erenz, denn
W− −WU = 2(∣ΨU ⟩1212⟨ΨU ∣ − ∣Ψ−⟩1212⟨Ψ−∣). Durch die Wahl u = w = 0, v = 1 wollen wir
uns auf diesen Term beschränken. Mit trS[ρS(T†AP̂(−)S TA + T

†
B P̂
(−)
S TB)] = 1 − 12(U1 +U2)

führt Gl. (4.25) zum Ausdruck

(4.26) ⟨ÔQ⟩ρ(−)Q
= 12⟨ΨU ∣ρ12∣ΨU ⟩12 − 12⟨Ψ−∣ρ12∣Ψ−⟩12

1 − 12 ⟨U1 +U2⟩ρ12 .

für den Erwartungswert der Quantonobservablen.

Wir überlegen uns nun, ob mittels Ô(−)12 Verschränkung detektiert werden kann. Der
maximale Überlapp von ∣ψ⟩12 und U ∣Φ+⟩12 für beliebige lokale U und Produktzustände∣ψ⟩12 wurde bereits mit 12 identi�ziert. Naturgemäß schließt dies die Zustände ∣Ψ−⟩12 und∣ΨU ⟩12 ein. Zunächst haben wir also
(4.27) − 12 ≤ 12⟨ψ∣Ô(−)12 ∣ψ⟩12 = ∣12⟨ψ∣ΨU ⟩12 ∣2 − ∣12⟨ψ∣Ψ−⟩12∣2 = 12 p̂1 ⋅ (1 − n̂′○ n̂′) ⋅ p̂2 ≤ 12 .
O�enkundig werden die Schranken angenommen und die Menge der separablen Zustände

wird zwischen den Ebenen {ρ12 ∣ ⟨Ô(−)12 ⟩ρ12 = ± 12} eingeschlossen: Ô(−)12 detektiert simultan
den Singulett-Zustand ∣Ψ−⟩12 wie auch den Zustand ∣ΨU ⟩12, beispielsweise also einen der
drei anderen paarweise orthogonalen Bellzustände ∣Φ−⟩12 = −σ 11 ∣Ψ−⟩12 , i∣Φ+⟩12 = σ 21 ∣Ψ−⟩12
oder ∣Ψ+⟩12 = σ 31 ∣Ψ−⟩12 . Leider konnte keineKon�guration ÔQ = u σ 0Q+v σ 1Q+w σ 2Q gefunden
werden, für die es einen charakteristischen Vorzeichenwechsel gegeben hätte.
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WU

⟨Ô(−)12 ⟩ρ12 = 12

⟨Ô(−)12 ⟩ρ12 = − 12

∣ΨU ⟩12

1/4
∣Ψ−⟩12

Abbildung 4.4. Skizzenha�er Schnitt durch den Operatorvektorraum
zur Veranschaulichung des Detektionsbereichs der e�ektiven Observa-

blen Ô
(−)
12 . Die Farbe steht dabei für die verschränkten, hingegen

für die separablen Zustände. Auf den beiden gepunkteten Linien lie-
gen die Zustände der Beispielüberblendungen ρ̃12 und ρ̄12 aus Gl. (4.28)
bzw. (4.30). Außerdem ist der bezüglich ρ̄12 optimale Verschränkungs-
zeugeWU mit schra�ertemDetektionsbereich eingezeichnet, denwir ur-
sprünglich realisieren wollten und in Gl. (4.22b) erhielten. Einerseits las-

sen sich mit Hilfe der Observablen Ô(−)12 verschränkte Zustände detektie-
ren, dieWU nicht detektiert, und andererseits ist mitWU eine Bezeugung

von Verschränkung in Bereichen möglich, in denen Ô(−)12 blind ist. Sehr
gut deutlich wird hier auch, wie S durch die charakteristischen Ebenen{ρ12 ∣ ⟨Ô(−)12 ⟩ρ12 = ± 12} eingeschnürt wird.

Um das gewonnene Bild der Observable Ô(−)12 zu schärfen, wollen wir zum Test die Er-
wartungswerte einiger Beispielzustände ausrechnen. Wir beginnen mit der Überblendung

(4.28) ρ̃12(p) = p∣Ψ−⟩1212⟨Ψ−∣ + (1 − p)∣ΨU ⟩1212⟨ΨU ∣,
wobei für den Parameter pWerte zwischen 0 und 1 erlaubt sind. Die Mischung ρ̃12 ist ver-
schränkt für alle p ≠ 1

2 und erreicht augenscheinlich maximale Verschränkung für p = 0
und p = 1. Die gleichgewichtete inkohärente Mischung (p = 1

2 ) identi�zierten wir im Üb-
rigen bereits im letzten Unterabschnitt als separabel8. In Abb. 4.4 ist ρ̃12(p) als gepunktete
Verbindungslinie zwischen ∣ΨU ⟩12 und ∣Ψ−⟩12 gezeigt. Am Berührpunkt mit S ist p selbst-
verständlich gleich 12 . Der Erwartungswert der Observable Ô

(−)
12 beträgt

(4.29) ⟨Ô(−)12 ⟩ρ̃12 = 1 − 2p
und liegt damit im blinden Intervall [− 12 ; 12 ] für 14 ≤ p ≤ 34 . Aus der Illustration wird deut-
lich, welche Zustände man nicht mittels Ô(−)12 als verschränkt identi�zieren kann.

Als zweites Beispiel wählen wir die linearen Überblendungen mit 1/4 der Art
(4.30) ρ̄12(p) = 13 p1 + (1 − 43 p) ∣ΨU ⟩1212⟨ΨU ∣,

8Die Concurrence beträgt C(ρ̃12) = ∣2p − 1∣. Was wiederum die Concurrence ist, wird in Anhang A erklärt.
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wobei wieder 0 ≤ p ≤ 19. Für diese erhalten wir

(4.31) ⟨Ô(−)12 ⟩ρ̄12 = 1 − 43 p =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, p = 0
1/3, p = 1/2
0, p = 3/4, d.h. ρ12 = 1/4
−1/3, p = 1

und folglich verläu� die Überblendungsstrecke {ρ12 ∣ ρ12 = ρ̄12 , 0 ≤ p ≤ 1} nicht senkrecht
zur charakteristische Ebene {ρ12 ∣ ⟨Ô(−)12 ⟩ρ12 = 12}, wohingegen dies fürWU , dem optimalen
Verschränkungszeugen bezüglich ρ̄12, der Fall gewesen wäre. Auch diese Feststellung ist in
Abb. 4.4 veranschaulicht.

Überprüfen wir nun abschließend den Nutzen von Ô
(−)
12 . Eine nicht verschwinden-

de absolute Detektionsintensität und ferner ein auswertbares Interferenzmuster können im
selektierten Subensemble k = −1 nur vorliegen, wenn der statistische Operator des Marker-
subsystems 12 zu Beginn die Bedingung

(4.32) ⟨U1 +U2⟩ρ12 ≠ 2
erfüllt, siehe (4.26). Andernfalls liegt der �nale Elektronzustand in einem orthogonalen
Unterraum beziehungsweise der gewünschte Prozess �ndet schlicht nicht statt und kann
daher mitnichten selektiert werden. Der Nenner in (4.26) beeinträchtigt unglücklicher-
weise auch den Charme unseres Ergebnisses: Wir müssen uns ins Gedächtnis rufen, dass

nicht ⟨Ô(−)12 ⟩ρ12 , sondern ⟨ÔQ⟩ρ(−)Q
diejenige Messgröße ist, die aus der Detektionsintensität

p(−)(ϕ) gewonnen wird.Während bei Vorliegen eines charakteristischen Vorzeichenwech-
sels – beispielsweise im Fall derW−-Kon�guration ρS = 1/2, Ô12 = 1 – die Erwartungswerte
von Ô12 und ÔQ unabhängig vom tatsächlichen Wert der Ensemblewahrscheinlichkeit die
gleiche Aussagekra� bieten, reduziert der Fund

(4.33) 0 ≤ 1 − 12 12⟨ψ∣U1 +U2 ∣ψ⟩12 = 1 − 12(p̂1 + p̂2) ⋅ n̂′ ≤ 2
den Wert der e�ektiven Witness 12(W− −WU): Separable und verschränkte Zustände des
Zielsubsystems vermag ⟨ÔQ⟩ρ(−)Q

mit ÔQ = σ 1Q nicht zu trennen. Man zeigt leicht, dass in

beiden Fällen der Interferenzbeitrag V cos α bei Phasenverschiebung ϕ = 0 beliebige Werte
von −1 bis 1 annehmen kann.

Als Lösung käme nur ein Verfahren in Betracht, dass die Ensemblewahrscheinlichkeit
zu rekonstruieren vermag, um ihren störenden Ein�uss zu beseitigen. Diese besagt schließ-

lich, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von ⟨P̂(−)S ⟩ρ′S = 1
2 −

1
4 ⟨U1 +U2⟩ρ12 der Zustand des

Sondenelektrons durch die projektive Messung auf 12 (1 −U ) reduziert wird.

Schlussbemerkungen

Die Suche nach Verschränkungszeugen in unseremmesoskopischen System bestehend
aus einem ballistischen Elektron und zwei in einem Aharonov-Bohm-Ring eingebetteten
Spin- 12 -Störstellen ergab problemlos zunächst den Zeugen W−. Mit diesem können ver-
schränkte Quantenzustände nachgewiesen werden, die einen genügend großen Überlapp
mit dem maximal verschränkten, total antisymmetrischen Singulettzustand haben. Ferner
konnten die Sensitivität des Interferometers auf Verschränkung im Detail verstanden und
die Resultate von Loss u. Sukhorukov (2000) bestätigt werden. Bemerkenswert ist, dass die
einfachste Kon�guration – nämlich mit einem unpolarisierten Probenelektron ρS = 1/2
und nichtselektiver Analyse ÔS = 1 – bereitsW− realisiert.

9Die Überblendung ρ̄12 in (4.30) ist separabel für p ≥ 1
2
, verschränkt für p < 1

2
und wäre für U = 1 der im

Anhang A diskutierte Wernersche Zustand bipartiter Qubitquantensysteme, (Werner 1989).
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Mit Kompromissen können im Rahmen der�eorie darüber hinaus viele, zum Singu-
lettzustand durch lokale unitäre TransformationenU1 = n̂′ ⋅σ 1 äquivalente Zustände ∣ΨU ⟩12
ohne Anpassung der Wechselwirkung nachgewiesen werden: Die Implementierung des zu-
gehörigen VerschränkungszeugenWU ist möglich, wenngleich sein Erwartungswert leider
nicht direkt aus der interferometrischen Detektionswahrscheinlichkeit p′(ϕ) bestimmbar
ist. Interessante Ergebnisse lieferte auch die Betrachtung von-Neumannscher Messungen

und die Sortierung in Subensembles, wobei sich die Observable Ô(−)12 als besonders vielver-
sprechend zeigte. Mit ihr können simultan der Singulett- wie auch ein weiterer, zu ∣Ψ−⟩12
orthogonaler maximal verschränkter Zustand ∣ΨU ⟩12 aufgespürt werden. Dies lässt den
Schluss zu, dass im vorliegenden Szenario prinzipiell fast alle verschränkten Zustände inter-
ferometrisch detektiert werden können. Je nachdem, wie viele selbst auferlegte Forderungen
man fallen lässt, ergeben sichmehr oder weniger Möglichkeiten. Der charakteristische Vor-
zeichenwechsel ist ein Beispiel einer solchen Forderung.

Zum Abschluss dieses Kapitels verfolgen wir Gedanken zur Durchführbarkeit unseres
Vorschlags. In Ref. (Loss u. Sukhorukov 2000) wird eine Kopplung der Quantenpunkte dis-
kutiert: Das Tunneln von Elektronen zwischen den Punkten resultiert je nach Einstellung
der Kopplungsstärke in einem Singulett- oder Triplettzustand als Grundzustand des Sys-
tems. Die Tunnelrate von Elektronen zu und von den speisenden Elektronenreservoirs wird
so eingestellt, dass das System zwischen zwei Tunnelereignissen in den Grundzustand rela-
xiert. Eine fortlauende, aufwändige Präparation des verschränkten Zustands, wie sie sonst
zur Beobachtung der Aharonov-Bohm-Oszillationen nötig wäre, entfällt. Wir klammerten
bisher die Frage aus, ob das hier vorgeschlagene Messprotokoll praktikabel sei: Einerseits
erfordert jede Wechselwirkung erneute Präparation sowohl von Elektron als auch Störstel-
len und andererseits ist nicht klar, ob sich mit verfügbarer Spintronik der Spin genügend
exakt beherrschen lässt10. Würde man an experimentelle Realisation denken, müsste man
daher mögliche Fehler abschätzen.

10Ref. (Braun u. a. 2004) beschreibt theoretisch das Quantenpunkt-Spinventil, ein noch nicht experimentell
realisiertes, mesoskopisches, spintronisches Bauelement.





KAPITEL 5

Die Streuung an Atomen

In einem zweiten Ansatz untersuchen wir die Interferenz von Laserlicht niedriger In-
tensität, d.h. konkret von einem einzelnen, als Sonde dienenden Photon, welches von zwei
in engen Fallen platzierten Atomen gestreut wird. Dabei soll jedes Atom über resonante
Dipolübergänge zwischen jeweils zweifach entarteten Grund- und angeregten Zuständen
wechselwirken. Da letztere nur während des Streuprozesses in Erscheinung treten und uns
nur der Langzeitlimes der Wechselwirkung interessiert, bilden die (entarteten Grundzu-
stände beider) Atome ein e�ektives Paar von Spin- 12 -Teilchen, ein bipartites Qubitsystem
also, in welchem es im Folgenden Verschränkung zu detektieren gilt, Abb. 5.1.

Bis hierhin gleicht die beschriebene Situation den Experimenten von Eichmann u. a.
(1993), die sich in ihren Verö�entlichungen ganz derQuantendualität verschrieben und stu-
dierten (Itano u. a. 1998), wie der Youngsche Interferenzkontrast verschwand, wenn Pfadin-
formationen in den atomaren Grundzuständen zweier 198Hg+-Ionen vorlagen. Tatsächlich
wurden damals nur separable Zustände präpariert, die möglichen Ein�üsse von Verschrän-
kung auf das Interferenzbild waren nicht Gegenstand der Forschung. An diesem Punkt ge-
hen wir über deren Studie hinaus und verwenden im besonderen die Interferenz�gur, um
mit der besprochenen Methode Verschränkung zwischen den Atomen zu erkennen.

Da wir uns allein auf den Ein�uss der internen Besetzung der Atome konzentrieren
wollen, nehmen wir an, dass die Falle sie so steif festhält, dass ihre Schwerpunktsfreiheits-
grade vollständig ausgefroren sind. Demzufolge können sie keine Pfadinformationen spei-
chern, wie es andernfalls durch den atomaren Rückstoß der Fall wäre (Wickles u. Müller

e

g

π σ π

m=− 1
2 m= 1

2

Abbildung 5.1. Interne Struktur eines der beiden Vierniveauatome. Bei
der Streuung eines Photons gibt es zwei mögliche Arten von Prozessen,
nämlich solche, die die magnetische Quantenzahl erhalten und andere,
bei denen sie sich beim Übergang zwischen Grund- und angeregtem Zu-
stand ändert. Die Prozesse erster Gattung nennt man π-Übergänge, kop-
peln im obigen Bild senkrecht und sind durchgezogen dargestellt, .
Letztere koppeln hingegen gekreuzt und sind unter der Bezeichnung σ-
Übergänge bekannt, . Wenn das Atom das einfallende Licht streut,
werden sich entweder die Anfangs- und Endgrundzustandskon�guration
nicht unterscheiden –dies nenntmanRayleighübergang – oder es kommt
zum entarteten elastischen Ramanübergang, bei dem sich die magneti-
sche Quantenzahl ändert.

39
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2006)1. Gleichzeitig soll die Wellenlänge des einfallenden Photons sehr viel größer sein als
der Bohrsche Atomradius, was die Beschreibung der beiden Atome als ideale Punktstreuer
in Dipolnäherung legitimiert. Durch genügend große Wahl des Abstandes r21 = ∣r2 − r1∣
können Wechselwirkungen zwischen den Atomen minimiert werden, wir gehen insbeson-
dere davon aus, dass er stets beträchtlich größer als die Photonwellenlänge ist, kr21 ≫ 1.
Letztere wird so gewählt, dass nur diejenigen Dipolübergänge relevant sind, deren Bohrfre-
quenz gerade ħω0, den energetischen Abstand der gewünschten jeweils zweifach entarteten
Grund- und angeregten Niveaus, beträgt. Damit es zur gesuchten quasiresonanten Streuung
kommt,muss also dieVerstimmungω−ω0 sehr viel kleiner sowohl als die inverse Lebenszeit
1/Γ des angeregten Zustands als auch der Abstand zu etwaigen unerwünschten benachbar-
ten Zuständen sein. Schließlich muss noch durch Senken der Laserintensität gewährleistet
werden, dass nur ein einzelnes Photon mit den Atomen wechselwirkt.

1. Die Wechselwirkung zwischen Photon und Atom

In diesem Abschnitt werden wir ein theoretisches Gerüst zur Behandlung des reso-
nanten Dipolübergangs kennenlernen. Dies bedeutet zunächst, sich mit dem ungestörten
Hamiltonoperator H0 sowie denWechselwirkungstermen zu beschä�igen, um zuletzt über
die Resolvente die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen Eigenzuständen von H0 be-
rechnen zu können. Es handelt sich um die Wiederholung bekannter Methoden (Cohen-
Tannoudji u. a. 1998) und Konzepte (z.B. Müller u. Miniatura 2002, Abschnitt 2), deren un-
mittelbares Verständnis für die Fragestellungen dieser Arbeit nicht erforderlich ist. Es liegt
daher nahe, sich zunächst den ab Seite 42 folgenden Abschnitten zuzuwenden und erst bei
Bedarf zurückzukehren.

Wie in Aussicht gestellt beginnen wir mit dem Hamiltonoperator H0 des ungestörten
Systems, den wir als Summe H0 = HA + HR des Hamiltonians
(5.1) HA = ħω0 2∑

α=1
Pα
e

und des Beitrages des freien Feldes

(5.2) HR = ħ∑
kε̂

ωka
†
kε̂akε̂

einführen.Der erstgenannteAnteil berücksichtigt allein die interne Struktur derAtomeund
besteht imWesentlichen aus Projektoren

(5.3) Pα
e = Je∑

me=−Je
∣Jeme⟩α α⟨Jeme∣ = (2Je + 1) dα

eg ⋅ d
α
ge = 2 dα

eg ⋅ d
α
ge

auf das Multiplett der angeregten Niveaus des Atoms α und trägt o�ensichtlich dem Um-
stand Rechnung, dass bei der Anregung eines Atoms die Energie ħω0 investiert werden
muss2. Bei den dα

eg (d
α
ge) handelt es sich um die irreduziblen Dipolübergangstensoropera-

toren erster Stufe zwischen Grund- und angeregtem (angeregtem und Grund-) Zustand.
Entwickelt in der sphärischen Basis êq , q = −1, 0, 1, lauten sie

d
α
eg = 1∑

q=−1
dα
eg(q) ê∗q , d

α
ge = dα†

eg = 1∑
q=−1

dα
ge(q) ê∗q(5.4a)

1Wobei noch im Detail zu klären wäre, ob der dynamische Zusammenbruch der Interferenz verursacht
durch thermische Freiheitsgrade in der Falle überhaupt Auswirkungen auf das Verschränkungskriterium hat, sie-
he Abb. 3.3 auf Seite 22. Vorausgesetzt, der verschränkte Zustand wird nicht durch thermische Anregung a priori
gestört, sollte sich durch die Badwechselwirkung keine zusätzliche Phase α ergeben.

2Der Projektor auf die Grundzustände lautet derweil Pα
g = ∑

Jg
mg=−Jg

∣Jgmg⟩α α⟨Jgmg ∣ = (2Jg + 1) d
α
ge ⋅ d

α
eg =

2dα
ge ⋅ d

α
eg .
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mit Koe�zienten – hier zur Vollständigkeit in allgemeinster Fassung –

dα
eg(q) = ∑

mgme

⟨Jgmg ,1q∣Jeme⟩√
2Je+1

∣Jeme⟩α α⟨Jgmg∣(5.4b)

= ∑
mgme

(−1)1−Jg−me ( Jg 1 Je
mg q −me

) ∣Jeme⟩α α⟨Jgmg∣(5.4c)

respektive

dα
ge(q) = (−1)Je−Jg ∑

mgme

⟨Jeme ,1q∣Jgmg⟩√
2Jg+1

∣Jgmg⟩α α⟨Jeme∣(5.4d)

= ∑
mgme

(−1)1−Jg−mg ( Jg 1 Je
mg −q −me

) ∣Jgmg⟩α α⟨Jeme∣.(5.4e)

In den obigen, sich aus der Anwendung des Wigner-Eckart-�eorems (Edmonds 1996) er-
gebenden Darstellungen wird von den Clebsch-Gordan-Koe�zieten wie auch, in der alter-
nativen Formulierung, dem Wigner-3 j-Symbol Gebrauch gemacht. Zusammen bilden die
Übergangsoperatoren den Dipolmomentoperator µ̂α , es gilt

(5.5) µ̂
α = ⟨Je∣∣µ̂∣∣Jg⟩ (dα

eg + d
α
ge ) ,

wobei deg = ⟨Je∣∣µ̂∣∣Jg⟩ dessen reduziertes Matrixelement ist und experimentell festgestellt
werden kann. Dessen genauer Betrag ist für das weitere Vorgehen jedoch unwichtig.

Die Summation im Feldhamiltonian (5.2) erfolgt sowohl über alle Feldmoden k, die im
Quantisierungsvolumen L3 enthalten sind als auchüber die beidenmöglichen transversalen

Polarisation ε̂ = ε̂(k), die mit k ein orthogonales Dreibein bilden. Die Operatoren a
(†)
kε̂

erfüllen die bosonische Vertauschungsrelationen [ak′ ε̂′ , a†kε̂] = δkk′δ ε̂ε̂′ , [a(†)k′ ε̂′
, a(†)

kε̂
] = 0,

wobei a†
kε̂
aus dem Vakuumzustand ∣0⟩ den Fockzustand ∣kε̂⟩ eines einzelnen Photons mit

Wellenvektor k und Polarisation ε̂ erzeugt, während akε̂ ihn wieder zu vernichten vermag.
Die Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Atomen und Photonen erfolgt in Di-

polnäherung und Göppert-Mayer-Eichung3: H0 wird um

(5.6) VAR = ħ∑
α
∑
kε̂

gωk
(iakε̂ (dα

eg + d
α
ge)⋅ ε̂ eik⋅rα + h.c.)

zu H = HA +HR + VAR ergänzt, wobei
(5.7) gωk

= 1
ħ
⟨Je∣∣µ̂∣∣Jg⟩

√
ħωk

2ε0L3
= 1
ħ
degEωk

Rabifrequenzen für die Vakuumfelder de�niert. (5.6) beschreibt die Kopplung von Vaku-
ummoden und Dipolmomenten der Atome und deckt hier zunächst resonante und – im
gleichen Maß – antiresonante Prozesse ab. Nahe der Resonanz können wir aber auf die
Rotating Wave Approximation (Cohen-Tannoudji u. a. 1998) zurückgreifen und uns auf die
resonanten Terme beschränken. Zudem kann hier das quantisierte elektrische Feld an den
Schwerpunktskoordinaten rα der Atome ausgewertet werden, da wir sie als Punktstreuer
approximieren.DesWeiterenwird dieQuantisierungsachse imFolgenden parallel zur Rich-
tung des einfallenden Lichts, k, gewählt, für welche wir wiederum die positive ẑ-Richtung
vorgeben.

Um die Wahrscheinlichkeitsamplitude für die elastischen Übergänge vom Anfangszu-
stand ∣i⟩ = ∣{m}, k ε̂⟩ zum Endzustand ∣f⟩ = ∣{m′}, k′ε̂′⟩ für den Fall zu Unendlich tendie-
render Wechselwirkungszeit T spezi�zieren zu können, muss das Matrixelement

(5.8) Sfi = ⟨f∣ limT→∞ Ũ(T/2,−T/2)∣i⟩ = δfi − 2πi δ(ω′ − ω)Tfi/ħ
3In dieser Eichung weicht der kanonische nicht wesentlich vom kinetischen Impulsoperator ab. Sie ist die

relativistische Verallgemeinerung der Längeneichung, bei der die beiden Operatoren identisch sind, und kann auf
ebene Wellen angewandt werden, (Cohen-Tannoudji u. a. 1997).
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des StreuoperatorsS ausgewertet werden. Ũ bezeichnet an dieser Stelle den Zeitentwick-
lungsoperator U im Dirac- respektive Wechselwirkungsbild bezüglich V . Der diagonale
Term δfi berücksichtigt den ungestreuten Anteil, während das Diracsche δ die Energieer-
haltung des Prozesses gewährleistet. Wir sehen hieran, dassT , der Übergangsoperator, für
sich allein genommen im Allgemeinen weder unitär noch spurerhaltend ist. Dessen Ma-
trixelement liegt wiederum als

(5.9) Tfi = ⟨f∣V + VG(ħω + iη)V ∣i⟩
verständlicherweise mit Abhängigkeit vomWechselwirkungspotential V vor, wobei sich die
Retardierung der als Fouriertransformierte des Zeitentwicklungsoperators

(5.10) U(T/2,−T/2) = 1
2πi ∫

∞

−∞

e−iET/ħ lim
η↓0

G(E + iη)dE
gegebenen Resolvente G im in�nitesimal positiven Parameter η ausdrückt. G ist unterdes-
sen als Bornsche Reihe

(5.11) G(z) = G0(z)+G0(z)VG0(z) +G0(z)VG0(z)VG0(z) + . . .
mit der Resolvente G0(z) = (z − H0)−1 des ungestörten Hamiltonians gegeben. In dieser
Reihe sind nur diejenigen Summanden für uns von Belang, die in einem physikalischen
Prozess von ∣i⟩ zu ∣f⟩ vermitteln.

2. Einfachstreuung

Zunächst werden wir die Einfachstreuung des Eichmann-Experiments studieren, die –
bei für beide Atome gleichem e�ektiven Wirkungsquerschnitt – ein symmetrisches Young-
Interferometer realisiert, Abb. 5.2. (i) Die Alternative A kennzeichnet den Fall, in dem das
Photon mit dem ersten Atom streut, während auf Weg B das Atom 2 besucht wird. Der Ab-
stand der beiden Atomemuss so angepasst werden, dass Streuordnungen höher als die Ein-
zelstreuung sehr unwahrscheinlich werden. Damit wird der Transfer von Wahrscheinlich-
keiten zwischen den Pfaden durch Austausch virtueller Photonen bei Dipol-Dipol-Wech-
selwirkung in sehr guter Näherung ausgeschlossen, was eine Voraussetzung des in Kapitel
3 entwickelten Rahmenwerks war.

Bevor wir die Auswirkungen von Verschränkung in diesem System erforschen können,
bedarf es einiger Ausführungen handwerklicher Natur. Der nun folgende Unterabschnitt
2.1 stellt eine Fortsetzung des technischen Paragraphen 1 dar. In ihm werden wir die Über-
gangsoperatoren TA und TB für die Einzelstreuung ermitteln. Daran anschließend soll die
geometrische Beschreibung der Anordnung festgelegt werden. Erst danach in Abschnitt 2.3
ab Seite 45 wird uns klar werden, warum es sich lohnt, dieses quantenoptische Szenario im
Hinblick auf die Implementierung von Verschränkungszeugen zu untersuchen.

2.1. Wie lauten die pfadkonditionierten Streuoperatoren? Äquivalent ist die Frage
nach dem Übergangsoperator für die Streuung eines Photons an einem einzigen Atom am
Ort r. Zur Beantwortung richten wir unseren Blick auf ein ganz bestimmtes Matrixele-
ment des in Unterabschnitt 1 behandelten Streuoperators S , nämlich ⟨f∣VG0V ∣i⟩ – dies
entspricht Tfi bei alleiniger Berücksichtigung des ersten Summanden der Bornreihe (5.11).
Nach Summieren über alle virtuell angeregten Zwischenzustände und Ausintegrieren der
Feldmoden �ndet man

(5.12) ⟨f∣VG0V ∣i⟩ = ħ2g2ω
ħ(ω − ω0) + iΓ/2 ei(k−k

′)⋅r ⟨m′∣(ε̂′∗ ⋅ dge)(deg ⋅ ε̂)∣m⟩,
wobei im Zähler des ersten Vorfaktors die quadrierte Rabifrequenz und in dessen resonan-
temNenner die Verstimmung von der Lamb-verschobenen Übergangsfrequenz ω0 als auch
die um ω0 zentrierte natürliche Linienbreite des angeregten Zustands au�auchen. Der sich
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anschließende Exponentialfaktor berücksichtigt die geometrieinduzierte Phasenverschie-
bung. Die im Übergangsmatrixelement auf der rechten Seite von (5.12) vorkommende Di-
poldyade, die nur auf den Spin- 12 -Grundzuständen operiert, vereinfacht sich wegen der mit
Je = Jg = 12 verbundenen Symmetrie erfreulicherweise deutlich, man �ndet (Miniatura u. a.
2007)

(5.13) dge ○ deg = 16 σ ○ σ .
σ ist dabei der Vektoroperator der drei Paulischen Spinmatrizen.

(iii) Mit diesem Wissen lassen sich nun sogleich Operatoren TA,B für die Behandlung
der Interferenz eines einfach in kohärenter Superposition an zwei Atomen gestreuten Pho-
tons de�nieren. Da wir nur am Endzustand ρ′ des Prozesses interessiert sind – siehe Gl.
(2.20) auf Seite 13 –, dieser augenscheinlich auf dessen erfolgreiche Realisierung konditio-
niert ist und wir demzufolge die volle Information über dieWahrscheinlichkeit des Streuer-
eignisses, wie sie Tfi bietet, gar nicht benötigen, steht es uns frei, alle Proportionalitätsfak-
toren wegzulassen und einfach

(5.14) TA,B = T†A,B = σ 1,2 ○ σ 1,2
zu setzen, Abb. 5.2. Der Index 1,2 ist jeweils die Kennzi�er des Atoms, auf dessen Grundzu-
stand die Dipoldyade tätig wird.

2.2. Beschreibung der Streugeometrie. TA,B koppelt im Matrixelement (5.12) an die
Polarisationsvektoren ε̂, ε̂′ von einlaufendem respektive ausgehendem Photon. Es soll nun
diese auf reine Polarisation beschränkte vektorielle Beschreibung durch die allgemeinere
Darstellung des Polarisationszustandes mittels der Stokesschen Parameter ersetzt werden
(Born u.Wolf 1980)4. Dadurch wird eine simple Vereinheitlichung mit dem bisherigen For-
malismus für einerseits den Anfangszustand ρS der Sonde wie auch andererseits für die
Observable ÔS möglich.

In der Parametrisierung der Polarisation ist die Orientierung des Bezugssystems nicht
eindeutig festgelegt. Dies scha einen Freiheitsgrad, nämlich die Rotation um die Richtung

der Propagation, k̂ bzw. k̂
′

. Von nun an sollen k̂ = ẑ und r̂21 die x-z-Ebene aufspannen; die
Ebene der transversalen Polarisation des eingehenden Photons ist, um es noch einmal her-

vorzuheben, stets die x-y-Ebene, Abb. 5.3. Die Richtung k̂
′

, in der das ausgehende Photon
detektiert wird – dadurch erfolgt selbstverständlich bereits eine Selektion, siehe unten –,
soll über dieWinkel ϑ und φ als Abweichung von der ursprünglichen Propagationsrichtung

ausgedrückt werden, k̂
′ = (sin ϑ cos φ, sin ϑ sin φ, cos ϑ). Das Bezugssystem für die zugehö-

rige Polarisation wird dann durch die Vektoren x̂′ = (cos ϑ cos φ, cos ϑ sin φ,− sin ϑ) und
ŷ′ = (− sin φ, cosφ, 0) de�niert. Nach diesen einleitenden geometrischen Spezi�zierungen
können wir den Anfangszustand des Photons angeben, er lautet

ρS = (x̂ , ŷ) ⋅ ρP ⋅(x̂T

ŷ
T),(5.15)

4O�mals sind sich die Lehrbücher uneinig über die Bezeichnung und Sortierung der Stokesparameter. Ver-
mutlich gab Stokes in etwa die folgende De�nition:

p0 ≡ I ≡ S0 = ⟨∣Ex ∣
2⟩ + ⟨∣Ey ∣

2⟩,

p

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p1 ≡ U ≡ S2 ≡ py = 2 Re⟨E
∗

x Ey⟩ = Ip cos(2χ) sin(2ψ),

p2 ≡ V ≡ S3 ≡ pz = 2 Im⟨E
∗

x Ey⟩ = Ip sin(2χ),

p3 ≡ Q ≡ S1 ≡ px = ⟨∣Ex ∣
2⟩ − ⟨∣Ey ∣

2⟩ = Ip cos(2χ) cos(2ψ).

I ist die Gesamtintensität und Ip = I ⋅ p = ∣p∣, 2ψ sowie 2χ sind sphärische Koordinaten des Polarisationszustandes
zum kartesischen dreidimensionalen Raum, der durch die letzten drei Stokesparameter p1,2,3 aufgespannt und
durch die Poincarésphäre visualisiert wird. Mit p ∈ [0; 1] wird der Anteil des rein polarisierten Lichts bezi�ert. Die
Bezeichnungen S0,... ,3 oder I, Q, U und V �nden ebenso Verwendung.



44 5. DIE STREUUNG AN ATOMEN

1

2

A
k̂

ε̂

k̂
′

ε̂′

B

TA = σ 1 ○ σ 1

TB = σ2 ○ σ2

ϕA=(k−k′)⋅r1

ϕB=(k−k′)⋅r2

Abbildung 5.2. Pfadalternativen für Youngsche Interferenz bei der Ein-
fachstreuung an den Atomen 1 und 2. Das Koordinatensystem wird so
gewählt, dass der Wellenvektor k des einlaufenden Photons parallel zur
ẑ-Richtung verläu�. Die Polarisationsvektoren dieses und des ausgehen-
den Photons sind ε̂ und ε̂′. Zwischen den Pfaden ergibt sich die geome-
trieabhängige Phasendi�erenz ϕ = ϕB − ϕA = (k − k

′) ⋅ r21. Sind also
die Richtungen k̂ sowie k̂

′

festgelegt, kann ϕ nur durch Drehung von r̂21
oder Anpassung von kr21 manipuliert werden. Experimentell sind beide

Varianten nur schwer durchzuführen, man würde demnach eher k̂
′

, die
Richtung der Detektion, leicht variieren.

1
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k
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ŷ
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′

ŷ
′

k̂, ẑ

k̂
′

, ẑ′ϑ

(b)

Abbildung 5.3. (a) Auf die von k̂ und r̂21 aufgespannte x-z-Ebene pro-

jizierte Skizze der Streugeometrie. Der Winkel, um den k̂
′

in positiver
y-Richtung aus der Papierebene herausragt, ist φ und nicht gezeigt. (b) Il-
lustration der Bezugssysteme zur Beschreibung der Polarisation von ein-

laufendem und ausgehendem Photon. k̂, k̂
′

und x̂
′ liegen in derselben

Ebene, ŷ′ ist immer senkreicht zu k̂. Die Darstellungen sind stark an die
Zeichnungen in Ref. (Itano u. a. 1998) angelehnt.
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wobei wiederum der Qubitzustand

ρP = 12 (1 + p ⋅ σP)(5.16)

die Polarisation über den Stokesvektor pmit p = ∣p∣ ∈ [0; 1] charakterisiert5. Die Beziehung
(5.15) de�niert eine Einbettung des zweidimensionalen Untervektorraums der Polarisation
in denR

3 , in dem die Streuung statt�ndet. Für p = 1 wird ρP rein und demzufolge geht ρS in
dieDyade 12 ε̂○ ε̂

∗ über. Dies geschieht inÜbereinstimmungmit (5.12). Im Falle vollkommen

unpolarisierten Lichts, p = 0, �ndet man hingegen ρS = 12(1 − k̂ ○ k̂), den Projektor auf die
transversale Ebene. Dabei ist 1 die 3 × 3-Einheitsmatrix. Für die Sondenobservable erhält
man analog

ÔS = (x̂′, ŷ′) ⋅ ÔP ⋅(x̂′T
ŷ
′T) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ε̂
′
○ ε̂
′∗, ÔP = Ô2P ≠ 0

1 − k̂
′

○ k̂
′

, ÔP = 1,(5.17)

wobei ÔP eine beliebige auf demQubit-Polarisationsunterraum operierende Observable ist.

2.3. Warum sollte man Verschränkung anhand der Interferenz erkennen können?
Wir wissen bereits, dass in den Endzustand ρ′ des Quantensystems neben der Grundzu-
standskon�guration der beiden Atome die Richtung und die Polarisation von sowohl ein-
laufendemals auch ausgehendemPhoton eingehen,worauf danndas Ensemble der Prozesse
konditioniert ist. Da sich die Endzustände beider Atome im Allgemeinen voneinander un-
terscheiden, ρA12 ≠ ρB12, lässt sich im Prinzip zumindest ein Teil der Information über den
Pfad des Photons rekonstruieren. Dies wurde abstrakt bereits im Detail erläutert, es liegt
aber im Sinne der Fragestellung des vorliegenden Abschnitts, sich insbesondere anhand
dieses Systems mit den Begri�en Welcher-Weg-Information, Unterscheidbarkeit der Pfade
und Interferenzkontrast erneut vertraut zu machen. Wir werden dies nun durch beispiel-
ha�e Betrachtung mehrerer Situationen angehen.

Gehen wir zunächst davon aus, das Photon sei zu Beginn linkszirkular polarisiert, d.h.∣ψ⟩P = (∣0⟩P − i ∣1⟩P)/√2, und die beiden Atome wären im reinen Zustand ∣ψ⟩12 = ∣01⟩12 ≡∣ , ⟩12 . Für das gestreute Photon, d.h. seine Richtung und seine Polarisation, interes-
sieren wir uns an dieser Stelle nicht. Da wir die Einfallsrichtung ẑ als Quantisierungsachse
verwenden, fällt es uns leicht, anhand der Auswahlregeln als einzigmöglichenÜbergang die
σ−-Anregung zu erkennen. ist hingegen ein Dunkelzustand, das Atom entgeht der
Anregung. Dies bedeutet, dass nur Pfad Amit Atom 1 durchlaufen wird; die Wahrschein-
lichkeit fürWeg B beträgt aufgrund des verbotenen Übergangs hingegen Null. Dementspre-
chend wird kein Interferenzmuster beobachtet, V = 0. Da der Experimentator statt durch
eine Messung auf demMarkersystem S12 schon allein durch die soeben angestellen Überle-
gungen den Ursprung des ausgehenden Photons bestimmen kann, ist die Vorhersagbarkeit
der realisierten Alternative maximal, es gilt P = 1.

Diskutieren wir nun einen anderen, weniger simplen, aber dafür an E�ekten reiche-
ren Fall. Die Polarisation des Photons verändern wir zu ∣ψ⟩P = ∣0⟩P , es ist also linear in
x-Richtung polarisiert. Bei erneuter Betrachtung von ∣ψ⟩12 = ∣ , ⟩12 fällt auf, dass
diesmal beide Atome angeregt werden, denn die lineare Polarisation lässt sich au�assen als
gleich gewichtete kohärente Überlagerung von links- und rechtszirkularer Polarisation. Es
spielen also die σ-Übergänge und gleichermaßen eine Rolle. Wir setzen den De-

tektor in Vorwärtsrichtung, also k̂
′ = k̂ = ẑ. In dieser Kon�guration kann aufgrund der

Transversalität kein aus einem π-Übergang oder stammendes Photon beobachtet
werden. Alle detektierbaren Lichtquanten entspringen daher σ-artigen Relaxationen und
dies bedeutet, dass sich im Subensemble der vorwärtsdetektierten Photonen die Grundzu-
standskon�guration beider Atome während der Streuung nicht ändert, ∣ψ′⟩12 = ∣ψ⟩12. Aber,
da bei den Atomen 1 und 2 Photonen unterschiedlicher Helizität die Übergänge auslösen,

5Formal wurde die Intensität I = 1 gesetzt.
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erreichen absolut unterscheidbare Photonen den Detektor: Von Pfad A stammen linkszir-
kular polarisierte Photonen, diejenigen von Pfad B sind dagegen rechtszirkular polarisiert.
Die Konsequenz ist daher das Verschwinden des Interferenzmusters, denn im Prinzip lie-
ße sich durch eine Messung der Polarisation der Pfad des Photons genau bestimmen. Wir
haben V = P = 0. Es gibt aber eine Möglichkeit, die Pfadinformationen zu tilgen. Dazu
schieben wir einen Polarisator zwischen Atome und Detektor, der nur in x-Richtung po-
larisierte Photonen passieren lässt. Da sich nach einer solchen Projektion ehemals links-
nicht mehr von zuvor rechtszirkular polarisiertem Licht unterscheiden lässt, ist somit – ab-
strakt gesprochen – für das Subensemble, in welchem das Photon die lineare x-Polarisation
realisiert, der Interferenzkontrast wiederhergestellt. Mehr noch, man beobachtet maxima-
le konstruktive Interferenz im Zentrum der Interferenz�gur, d.h. für ϕ = 0. Was passiert,
wenn wir jetzt den Polarisator um die z-Achse drehen? Nach einer Drehung um π/2 pro-
jizieren wir auf in y-Richtung linear polarisierte Photonen. Diese sind gerade orthogonal
zu den vorherigen. Es stellt sich heraus, dass auch dieser Aufbau als Quantenradierer per-
fekt funktioniert, allerdings �nden wir nun destruktive Interferenz bei ϕ = 0. Schließlich
entpuppt sich jeder Winkel als geeignet: Konditioniert auf das entsprechende Subensemble
beträgt die Sichtbarkeit jedes Mal V = 1.

Wenden wir uns nun zwei verschränkten Grundzustandskon�gurationen zu. Im me-
soskopischen Fall realisierte die isotrope Spin-Umklapp-Wechselwirkung eine sich in einer
zusätzlichen interferometrischen Phase zeigende Sensitivität für quantenmechanische Kor-
relationen, siehe Abschnitt 3.1 auf Seite 30. Genau wie dort werden wir uns zunächst mit
Singulett- und Triplettzuständen beschä�igen. Sei also durch

(5.18) ∣ψ⟩12 = ∣Ψ±⟩12 = 1√
2
(∣01⟩12 ± ∣10⟩12) ≡ 1√

2
(∣ , ⟩12 ± ∣ , ⟩12)

der Zustand des atomaren Systems 12 gegeben. Die Polarisation des Photons wählen wir wie
in unserem ersten Beispiel linkszirkular, beschrieben durch ∣ψ⟩P = (∣0⟩P − i ∣1⟩P)/√2. Wir
stellen fest, dass wir den ersten Zustand der Superposition (5.18) bereits behandelt haben:
Nur das erste Atom koppelt an das Strahlungsfeld des Photons. Der zweite Zustand ergibt
sich aus ersterem durch simples Vertauschen der Atome, ∣ , ⟩12 =P12 ∣ , ⟩12 .
Dementsprechend liegt hier also auf Pfad A der Dunkelzustand. Wir greifen nun erneut
darauf zurück, dass Interferenz der Pfadalternativen nur dann vorliegt, wenn die assozi-
ierten Endzustände des Markers überlappen. In den genau dies aussagenden Kreuzterm⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM gehen aufgrund der verbotenen Übergänge für Pfad A nur der
Zustand ∣ , ⟩12 und für Weg B ausschließlich ± ∣ , ⟩12 ein. Wir sehen sofort,
dass deren Phasenbeziehung sich im Interferenzterm wieder�ndet. Darüberhinaus ist sein
Betrag für Singulett- und Triplettzustand gleich. Genau dieses Verhalten zeichnete sich im
mesoskopischen Szenario des Abschnitts 3.1 als ausschlaggebend für die Detektion des Sin-
gulettzustands ∣Ψ−⟩.

Es sollen abschließend zwei Dinge betont werden. Wenn die Polarisation des Photons
anfänglich rechtszirkular ist, vertauschen sich verglichen zu obigem Fall schlicht die Rollen
der Atome. Übergänge, die verboten waren, sind jetzt erlaubt, und ehemalige σ-angeregte
Zustände sind nun dunkel. Infolgedessen geht die Phasenbeziehung zwischen ∣ , ⟩12
und ∣ , ⟩12 weiterhin in den Interferenzkontrast bei ϕ = 0 ein. Für beide Polarisa-
tionen ∣ψ⟩P, auch in ihrer inkohärenten Superposition – dann wäre das einfallende Photon
vollkommen unpolarisiert –, reagiert die Anordnung deutlich auf denWechsel von symme-
trischer zu antisymmetrischer Grundzustandskon�guration. Dies geschieht ganz allgemein

und unabhängig von sowohl der Wahl der Beobachtungsrichtung k̂
′

als auch der Auslese
der Polarisation. Wir gehen daher mit Zuversicht zur heuristischen Suche einer Kon�gu-
ration (iv), (v) über, in der die Triplettzustände ∣ , ⟩12, ∣Ψ+⟩12 sowie ∣ , ⟩12 zu
gleichen Interferenz�guren p′(ϕ) führen. Dann wäre der SingulettzeugeW− realisiert.
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2.4. Implementierung von Verschränkungszeugen. Die vorangehende Diskussion
hat die Ho�nung genährt, dass wie im mesoskopischen Szenario zunächst die Kon�gu-
ration höchster Symmetrie, nämlich eines Photons im zu Beginn unpolarisierten Zustand
und ohne jedwede sich anschließende Polarisationsanalyse, einen Zeugen liefert, auf dessen
Grundlage weitere Verschränkung detektierende Kon�gurationen bestimmt werden könn-
ten. (ii), (iv), (v) Wir wählen daher ρP = 1/2, ÔP = 1 und konzentrieren uns auf den In-
terferenzbeitrag V cos α = ⟨σ 1Q⟩ρ′Q bei verschwindendem interferometrischen Phasenfaktor,
ϕ = 0. Letzterer kann mittels Manipulation der durch die Streugeometrie gelenkten Pha-
senverschiebung (k − k′) ⋅ r21 kontrolliert werden, vergleiche Gl. (5.12) und Abb. 5.2. Dann
ist

Ô12 = 12 trS[(1 − k̂ ○ k̂) ⋅ T†B ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TA + h.c.](5.19a)

= (1 + (k̂ ⋅ k̂′)2)1 + σ 1 ⋅� ⋅ σ2 ,(5.19b)

wobei � = k̂ ○ k̂ + k̂
′

○ k̂
′

+ (k̂ × k̂
′) ○ (k̂ × k̂

′) eine unter der Vertauschung von k̂ und

k̂
′

symmetrische Dyade ist6. Wird die Detektion senkrecht zur Einfallsrichtung vorgenom-

men, ϑ = π/2 bzw. k̂ ⋅ k̂′ = 0, wird� eine Summe von Projektoren auf drei jetzt orthogonale

Richtungen k̂, k̂
′

und k̂ × k̂
′

, d.h. gleich der 3 × 3-Einheitsmatrix, � = 1. In (5.19b) wer-
den daraufhin alle drei Spinkomponenten gleich gewichtet. Die Youngsche Interferenz eines
unpolarisierten, in der zur Einfallsrichtung ẑ orthognalen x-y-Ebene detektierten Photons
realisiert demzufolge ganz ohne Polarisationsselektion bis auf einen irrelevanten Vorfaktor
den Singulettzeugen:

(5.20) Ô12 = 1 + σ 1 ⋅ σ2 = 2W−.
Wegen ⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TA+ T

†
B ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM = 4, gültig für beliebige k̂, k̂′, gilt

dann für die Detektionsintensität in der x-y-Ebene

(5.21) p′(ϕ) = p′((k − k′) ⋅ r21) = 12 + 14 cos ϕ ⟨W−⟩ρ12
und daher 2p′(0) − 1 = 12 ⟨W−⟩ρ12 .

2.4.1. PhysikalischeDiskussion –Wie funktioniert der Zeuge? Wir haben bereits gelernt,

dass in den interferometrischen Überlapp ⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM stets die relative Phase
zwischen den Zuständen ∣ , ⟩12 und ∣ , ⟩12 eingeht und daher die Quantenzu-
stände ∣Ψ±⟩12 durch Au�reten von konstruktiver respektive destruktiver Interferenz unter-
schieden werden können. Zum Verständnis der Funktionsweise der Verschränkungsdetek-
tion in der soeben ermittelten Kon�guration soll nun physikalisch erklärt werden, warum
die Interferenzmuster der drei Triplettzustände identisch sind. Zur Erinnerung: Im Spek-
trum vonW− teilt sich das Triplett den Eigenwert 1.

Für die Triplettproduktzustände ∣ , ⟩12 und ∣ , ⟩12 ist der Beweis leicht.
Zu Beginn teilen wir den maximal gemischten Polarisationszustand des Photons in die in-
kohärente Mischung von links- und rechtszirkularer Polarisation auf und diskutieren diese
getrennt.

Für rechtszirkular polarisiertes Licht ist ∣ , ⟩12 ein Dunkelzustand. In der kom-
plementären Polarisation �ndet jedoch auf beiden Pfaden die σ−-Anregung statt, d.h.
auf Pfad A bei Atom 1 und auf demWeg B bei Atom 2. Für die Relaxation der Teilchen gibt
es dieMöglichkeiten und , wobei senkrecht zur Einfalls- und damit zur Quantisie-
rungsrichtung sowohl der π- als auch der σ-Übergang beobachtbar sind. Der π-Übergang
bricht jedoch die Symmetrie zwischen den beiden Pfadalternativen:

(5.22) ∣ , ⟩12 =P12∣ , ⟩12 ≠ ∣ , ⟩12 .
6Für allgemeines ÔQ = uσ 0Q + vσ

1
Q +wσ

2
Q lautet die designierte Witness Ô12 = 4u1 + v{(1 + (k̂ ⋅ k̂

′

)2)1 +

σ 1 ⋅� ⋅ σ2} +w(k̂ ⋅ k̂
′

)(k̂ × k̂
′

) ⋅ (σ2 − σ 1).
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Da diese Zustände orthogonal sind, enthalt der Term ⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM schließlich
nur den Überlapp der total symmetrischen Endzustände, d.h.

(5.23) ⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM ∝ 12⟨ , ∣ , ⟩12 = 1.
Wie sieht die Situation nun für den anderen zur Diskussion stehenden Triplettzustand∣ , ⟩12 aus? Tatsächlich ergibt sich eine analoge Argumentationskette: Es ist unmittel-

bar verständlich, dass im Vergleich zu ∣ , ⟩12 jetzt für ein linkszirkular polarisiertes
Photon der Zustand dunkel ist. Im Kreuzterm bleibt schließlich übrig:

(5.24) ⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM ∝ 12⟨ , ∣ , ⟩12 = 1.
Da σ+- und σ−-Übergänge gleiche Raten aufweisen, sind auch die in den Interferenzkon-
trast eingehenden Amplituden für beide Triplettzustände identisch. Bei unterlassener Pola-
risationsauslese stimmen daher die Interferenz�guren überein.

Wir verscha en uns bereits in Unterabschnitt 2.3 Klarheit über die betragliche Gleich-
heit des Interferenztermes für den Singulett- und den verschränkten Triplettzustand. Wie
sieht es damit aber innerhalb des Tripletts aus? Es wurde bereits erklärt, dass im Falle ei-
nes linkszirkular polarisierten Photons wegen verbotener Übergänge ausschließlich die Zu-
stände ∣ , ⟩12 für A und ∣ , ⟩12 für B der Triplettsuperposition ∣Φ+⟩12 zur In-
terferenz beitragen. In der rechtszirkularen Kon�guration ist es gerade entgegengesetzt.
Wir sehen sofort, dass nur die aus π-Übergängen stammenden Photonen interferieren, da
die zirkular polarisierten Photonen aus bzw. die obigen total unterscheidbaren
Grundzustandskon�gurationen hinterlassen. Natürlicherweise ist die Amplitude aus den π-
Übergängen am höchsten, wenn senkrecht zur Quantisierungsachse detektiert wird. Man
überzeugt sich schließlich davon, dass die relevanten Clebsch-Gordan-Koe�zienten gerade
so sind, dass der resultierende Interferenzkontrast mit den zwei anderen Triplettzuständen
übereinstimmt. Damit ist die Funktionsweise verdeutlicht.

2.4.2. Aufspüren von weiteren Zeugen. So schön unser Ergebnis ist, so wenig lässt es
sich jedoch verallgemeinern: Selbst bei willkürlicher Wahl der interferometrischen Obser-
vable ρQ, für beliebige Richtungen der Photonpropagation und beliebige Polarisationen bei
Einfall und Detektion gelang es nicht, mit Youngscher Interferenz allgemein die Verschrän-
kungszeugenWU = (U ⊗ 1)W−(U † ⊗ 1)mitU ∈ SU(2) und speziell die Zeugen für die
drei anderen Bellzustände umzusetzen. Was unterscheidet also den quantenoptischen vom
mesoskopischen Fall, in dem das möglich ist? Zunächst lässt sich aufgrund der andersarti-
gen Wechselwirkung die Homomorphie von SU(2) und SO(3) nicht anwenden. Um dies
zu sehen und um einen Vergleich mit der Mesoskopik anstellen zu können, müssen wir die
Übergangsoperatoren der Einzelstreuung etwas umschreiben. In Ô12 tauchen Terme der
Form trS[ρS⋅T†j ⋅ÔS⋅Ti] auf, es werden demnach die Freiheitsgrade der Polarisation und der
Ausbreitungsrichtung herausgespurt. Eine äquivalente Modi�kation dieses Prozesses lautet

(5.25) trP[ρP T †j ÔP Ti],
wobei die alternativen Übergangsoperatoren Ti bereits die Propagationsrichtungen enthal-
ten:

(5.26) Ti = ((x̂′ ⋅ σ i)σ x
i (x̂′ ⋅ σ i)σ y

i(ŷ′ ⋅ σ i)σ x
i (ŷ′ ⋅ σ i)σ y

i
) ,

i = A, B bzw. i = 1, 2. Die Matrixdarstellung ist hierbei bezüglich der Standardbasis des
Polarisationsunterraums angegeben. Die Umformulierung hebt die bisherige strikte Unter-
teilung des Markers in Sonde und Zielsystem 12 zum Teil auf. Vorteil dieser Schreibweise
ist, dass nun die transversale Polarisation des Photons direkt mit der Spinpolarisation des
Elektrons aus Kapitel 4 verglichen werden kann. Im Falle zur Einfallsrichtung senkrechter
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Detektion erhält man dann

(5.27) Ti = ( ±iσ 2i ∓iσ 1i
− sin φ1 − i cos φ σ 3i −i sin φ σ 3i + cos φ1

)
und man bemerkt, dass dieser Operator die im mesoskopischen Kapitel 4 wichtige Eigen-

scha� U
⊗3T

(†)
i U

⊗3† = T (†)i nicht erfüllt. Die unitären Abbildungen lassen sich demzu-
folge nicht auf die Polarisationskon�gurationen allein abwälzen.

Führt denn eine kombinierte Anpassung von sowohl Polarisations- als auch Propaga-
tionsfreiheitsgraden zum Ziel? Leider nein, wie man auf die folgende Weise sieht: Unter
Wiederverwendung der Ideen aus dem mesoskopischen Abschnitt sollte der Ansatz

WU ∝ U1 trS[ 12(1 − k̂○ k̂)⋅(σ2○σ2)⋅(1 − k̂′○ k̂′)⋅(σ 1○σ 1) + h.c.]U †
1(5.28a)

zum Ziel führen. Tatsächlich existiert für jedes U ∈ SU(2) ein RU ∈ SO(3), sodass gilt:
U (σ ○ σ)U † = RU ⋅ (σ ○ σ) ⋅ RT

U
. Damit �ndet man

= trS[ 12(RT
U − (RT

U ⋅ k̂)○ k̂)⋅(σ 2○σ2)⋅(RU − k̂
′

○(RT
U ⋅ k̂

′))⋅(σ 1○σ 1) + h.c.].(5.28b)

Außer für den trivialen FallU = ±1mit RU = 1 wurde keine alternative Kon�guration der
Orientierungen k̂, k̂

′

sowie dem Anfangspolarisationszustand ρP und der Polarisatorobser-
vablen ÔP gefunden, für die (5.28b) gleich

= trS[ρS ⋅(σ 2 ○ σ2)⋅ÔS ⋅(σ 1 ○ σ 1) + h.c.](5.28c)

wäre.
Dies erklärt, warum das im mesoskopischen Szenario erfolgreiche Rezept im vorlie-

genden Fall nicht zum Erfolg verhelfen kann. Es wird aber hierdurch keine Antwort darauf
gegeben, warum das System physikalisch nicht dazu in der Lage sein sollte, beispielsweise
den Triplettzustand von einem beliebigen unverschränkten Zustand zu unterscheiden.

2.4.3. Erklärung durch Widerlegung. In diesem kurzen Paragraphen wird eine Kon�-
guration genannt, die ein Kriterium zur Detektion des Triplett- sowie des kanonisch ma-
ximal verschränkten Zustands (∣Ψ+⟩12 bzw. ∣Φ+⟩12) liefert. Wir fragen weiterhin mit σ 1Q die
Kohärenzen des Quantons ab, präparieren das Photon jedoch in der reinen linearen Po-
larisation ρP = 1

2(1 + σ 3P), was horizontaler Polarisation bezüglich der x-z-Referenzebene
entspricht. Der optische Detektor wird im rechtenWinkel zur Einfallsrichtung positioniert,
ϑ = π/2. Man benötigt den Erwartungswert der Polarisationsobservablen ÔP = σ 3P , der sich
nicht aus dem durch p′(ϕ) beschriebenen Interferenzmuster ergibt7. Daher entspricht die-
ser Vorschlag nicht unseren Vorstellungen für eine einfache Implementierung. Man �ndet

(5.29) Ô12 = −2(sin2φ1 + σ 21 σ 22 − cos2φ σ 31 σ
3
2 ),

wobei hier noch der Azimutwinkel φ au�aucht, der die Position des Detektors um die Ein-
fallsrichtung ẑ rotiert. Dieser Operator hat die Eigenwerte −4, 0, 4 cos2φ und −4 sin2φ mit
den Eigenzuständen ∣Φ+⟩12 , ∣Φ−⟩12 , ∣Ψ+⟩12 sowie ∣Ψ−⟩12 , d.h. allen vier Bellzuständen. In
der schon mehrfach verwendeten universellen Parametrisierung liest man für den Erwar-
tungswert von Ô12 bezüglich eines beliebigen Produktzustandes ∣ψ⟩12 aus obiger Gleichung
einfach

(5.30) −4 ≤ 12⟨ψ∣Ô12∣ψ⟩12 = −2(sin2φ + p21 p22 − cos2φ p31 p
3
2) ≤ 2

ab. Für die Wahl des Winkels φ bieten sich zwei Möglichkeiten an:

7Tatsächlich wird später in Abschnitt 3.3.2 ab Seite 53 dieMessung dieser Observablenmittels Sortierung an-
hand der Ausgänge eines linear polarisierenden Strahlteilers diskutiert. Eswerden in diesem Fall aber zwei optische
Detektoren benötigt.
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Detektion senkrecht zum Polarisationsvektor des einlaufenden Photons, d.h. φ = ±π/2
und k̂

′ = ±ŷ. Dann�ndetman−4 ≤ 12⟨ψ∣Ô12∣ψ⟩12 ≤ 0 und der einzige nicht verschwindende
Eigenwert ist −4. Zu ihm gehört der Projektor ∣Φ+⟩1212⟨Φ+∣ + ∣Ψ−⟩1212⟨Ψ−∣. Es gibt keinen
für Verschränkung charakteristischen Schwellenwert.

Detektion parallel zur Polarisationsrichtung des einlaufenden Photons, φ = 0, π und
k̂
′ = ±x̂. Man hat dann −2 ≤ 12⟨ψ∣Ô12∣ψ⟩12 ≤ 2 und Ô12 = 4(∣Ψ+⟩1212⟨Ψ+∣ − ∣Φ+⟩1212⟨Φ+∣).
Der Detektionsbereich liegt damit außerhalb des Intervalls [−2; 2], denn zwischen −2 und
2 ist dieser e�ektive Zeuge blind.

Es sollte an diesem Punkt klar sein, dass dieser e�ektive Verschränkungszeuge nur
deshalb gefunden werden konnte, weil von zwei Vereinbarungen abgewichen wurde: Zum
Einen führen wir keine projektive Messung auf dem Sondenteilchen durch und betrach-
ten daher implizit den ungünstigen Erwartungswert ⟨ÔQS⟩ρ′QS . Dieser lässt sich nicht aus
derDetektionswahrscheinlichkeit p′(ϕ) konstruieren, aber aus der Summeder Interferenz-
muster der sortierten Subensembles. Zum Anderen – und das ist hier wesentlich – handelt
es sich um einen e�ektiven Zeugen, d.h. der Schwellenwert liegt nicht bei Null, sondern es
liegen zwei von Null verschiedene Schwellenwerte vor, die die Menge S der separablen Zu-
stände einschnüren. Richtig ist, dass die Vermutung, mit Einzelstreuung könnte Verschrän-
kung in anderen Bellzuständen als ∣Ψ−⟩12 nicht aufspürt werden, revidiert werden muss.
Dennoch bringt uns das Resultat dieses Paragraphen auf demWeg hin zu einem einfachen
Verschränkungskriterium nicht weiter.

3. Doppelstreuung

Die Analyse der möglichen e�ektiven Observablen in der Einzelstreusituation hat er-
geben, dass eine Detektion der Bellzustände ∣Φ+⟩12 , ∣Φ−⟩12 und ∣Ψ+⟩12 durch Daten aus
der Ein-Photonen-Interferenz nicht in einfacher Weise möglich ist. Es liegt daher nahe, für
die Suche nach den entsprechenden Verschränkungszeugen über die Youngsche Interferenz
hinauszugehen, dem Streuprozess niedrigster Ordnung. Die nächste Ordnung im kleinen
Parameter 1/kr21 ist die Doppelstreuung, ein Prozess, bei dem die Atome ein intermediäres
virtuelles Photon austauschen. Erneut gibt es zwei mögliche, sich gegenseitig ausschließen-
de Pfadalternativen A und B, die nun aber, da das Photon mit beiden Atomen sequentiell
wechselwirkt, die Reihenfolge der Besuche angeben:

(i) Auf Weg A fällt das Photon mit einer Polarisation ε̂ ein, interagiert mit dem ersten
Atom 1, geht anschließend über zuAtom 2 undwird imZustand ε̂′ in Richtung k′ detektiert.
Der alternative Pfad B ist die zeitliche Umkehrung von A, Abb. 5.4.

Um zu zeigen, dass mit dem Konzept der Quantendualität der Ein�uss der internen
Struktur der Streuer auf die Interferenz bei mehrfachen Streuprozessen behandelt werden
kann, studierten Miniatura u. a. (2007) das vorliegende Doppelstreuszenario. Nach den Ex-
perimenten von Eichmann u. a. (1993) war klar, dass durch die Wechselwirkung des Pho-
tons mit den Atomen Pfadinformationen zurückgelassen werden, die ein Experimentator
im Prinzip durch optimale Messung erfragen kann. Die durch das „Wissen der Natur“ über
den Pfad beschränkte Unterscheidbarkeit der Wege verhält sich in diesem Sinne komple-
mentär zumKontrast der Interferenz.DaderDoppelstreuprozess sich gegenseitig ausschlie-
ßende Pfadalternativen A und B de�niert, ist auch diese Situation äquivalent zum Young-
schen Interferometer. In abgewandelter Form erwartet man daher dieselben E�ekte, mög-
licherweise sogar in Anbetracht von Verschränkung, da sich die Wechselwirkungen sehr
ähnlich sind. Obwohl in Ref. (Miniatura u. a. 2007) eine vergleichsweise allgemeine Kon-
�guration untersucht worden war, konnte zunächst kein Hinweis auf ein besonderes Ver-
halten der Interferenz für verschränkte atomare Grundzustände gefunden werden. Deshalb
aber von generellem Unvermögen der kohärenten Rückstreuung zur Sensitivität gegenüber
Verschränkung zu sprechen, wäre verfrüht, denn im Verlauf dieses Abschnitts werden wir
sehen, dass Detektion prinzipiell möglich ist.



3. DOPPELSTREUUNG 51

1

2A

B

A

ε̂

B

A

ε̂′

B

Abbildung 5.4. Die beiden Pfadalternativen der Doppelstreuung. Ent-
lang des Pfades A streut das Photon zunächst am ersten, dann am zweiten
Atom, A = 1 → 2. Auf Pfad B = 2 → 1 geschieht dies in umgekehr-
ter Reihenfolge. Gezeigt ist die Rückstreukon�guration mit k′ = −k, in
der die Phasendi�erenz ϕ = (k + k

′) ⋅ r21 verschwindet. Da in diesem
Fall die Interferenz selbst eine Mittelung über zufällige Atompositionen
übersteht, nennt man dies kohärente Rückstreuung (Akkermans u. Mon-
tambaux 2007). Diese spielt eine entscheidende Rolle bei der schwachen
Lokalisierung von Licht in einem Gas kalter Atome.

Setzen wir uns nun aber mit dem Problem der Doppelstreuung selbst auseinander. Vor
demHintergrund der – abhängig von der dimensionslosen Entfernung kr21 – insbesondere
im Vergleich mit der Einzelstreuung desaströs geringen Wahrscheinlichkeit eines solchen
Prozesses zweiter Ordnung, müssen wir uns fragen, ob die doppelte Streuung überhaupt
getrennt beobachtet werden kann. Tatsächlich wird nämlich ein eventuell interessantes In-
terferenzmuster zweifach gestreuter Photonen im Regelfall von einem ungleich intensiver-
en Muster überlagert8, dessen Photonen aus der Einzelstreuung stammen. Gibt es also ei-
ne Konstellation, in der Einzelstreuung nicht realisiert wird? In der Tat beträgt die Wahr-
scheinlichkeit Null, speziell in Rückrichtung, k′ = −k, ein einfach gestreutes Photon mit
erhaltener Helizität zu detektieren. Aufgrund der Drehimpulserhaltung muss sich – wie bei
der Re�exion an einem Spiegel – die Helizität ändern: Der Spin bleibt erhalten, während
die Propagationsrichtung ihr Vorzeichen wechselt9. An dieser Stelle ist zu beachten, dass
für erfolgreiches pauschales Ausblenden der Einzelstreuung bereits alle Freiheitsgrade der
Photonpräparation und -detektion festgelegt wären. Demgegenüber stünde die Wahl der
Orientierung der Atome r̂21 weiterhin frei, die sich bei der Einzelstreuung allein auf die
Phase auswirkt.

Abgesehen von den beschriebenen Schwierigkeiten bei der Erfassung der interferome-
trischen Daten muss auch das in Abschnitt 3 inszenierte Rahmenwerk für die Dynamik des
Interferometers im Rahmen der Doppelstreuung überdacht und rechtfertigt werden. Bei
der Einzelstreuung sahen wir es durch die Forderung kr21 ≫ 1 als erwiesen an, dass Kopp-
lungen zwischen Wechselwirkungsprozessen und -Partnern auf den verschiedenen Pfaden
unterbunden sind. Es liegt nahe, anzunehmen, dass sich Streuprozesse höherer Ordnung
durch ungewollte Korrelationen in der pfadkonditionierten Dynamik und letztlich durch
den Transfer von Wahrscheinlichkeiten zwischen den Pfadalternativen bemerkbar machen
können. Hier senken wir nun den Abstand der Atome und sorgen für eine endliche Wahr-
scheinlichkeit der Doppelstreuung, die sich gerade durch Austausch eines intermediären
virtuellen Teilchens zwischen den Atomen auszeichnet. Dies stellt aber kein Problem dar:
Für sich allein genommen gehorchen einerseits sowohl die Pfadalternativen als auch die

8Im Übrigen �ndet man um die Rückrichtung herum die Maxima beider Interferenz�guren nach gleichen
Abständen, d.h. die Perioden sind gleich. Dies wird später klar.

9Weil Photonen transversal sind, werden solche aus π-Übergängen in Vorwärts- und Rückrichtung zudem
nicht beobachtet.
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Wechselwirkung des Doppelstreuprozesses korrekt der Einschränkung des Abschnitts 3.
Andererseits ist, da wir weiterhin im Fernfeld mit kr21 ≫ 1 verbleiben, die Doppelstreuung
auch jetzt noch so viel unwahrscheinlicher als der Einzelstreuprozess, dass die Interferenz
einfach gestreuter Photonen nur unwesentlich beeinträchtigt werden dür�e.

3.1. Herleitung der Streuoperatoren. Erneut �ndenwir dieAntwort in der Bornreihe
(5.11). Ihr zweiter Summand trägt, da er ungerade in der Zahl der Wechselwirkungspoten-
tiale V ist, keinen physikalischen, ein oder zwei Atome einbeziehenden Prozess. Der dritte
Term der Summe beschreibt jedoch die gesuchte doppelte Lichtstreuung. Für den Weg A
�ndet man in Fernfeldnäherung, kr21 ≫ 1,
(5.31) ⟨f∣VG0VG0VG0V ∣i⟩ = ( ħ2 g2ω

ħ(ω − ω0) + iΓ/2)
2

ω2

2πħc3
eiωr21/c

ωr21/c ⋅
⋅ ei(k⋅r 1−k

′
⋅r2) ⟨{m′}∣(ε̂′∗⋅ d2ge)(d2eg ⋅ ∆r21⋅ d

1
ge)(d1eg ⋅ ε̂)∣{m}⟩.

Dieser Ausdruck enthält die dyadischenDipoloperatoren d1,2ge ○d
1,2
eg des Einzelstreuprozesses

an den Atomen 1 und 2. (iii) Tatsächlich kann der aus obigemMatrixelement ablesbare, von
Proportionalitätsfaktoren gesäuberte Übergangsoperator

(5.32a) TA = (σ2 ○ σ2) ⋅ ∆r21⋅ (σ 1 ○ σ 1)
auch direkt ohne Verwendung von (5.31) konstruiert werden, wennman die bekannten Ein-
zelstreuoperatoren über den Fernfeldprojektor ∆r21 = 1− r̂21○ r̂21 auf die zum Verbindungs-
vektor r21 transversale Ebene in zeitgeordneterWeisemiteinander verknüp�.Die Projektion
stellt sicher, dass das Photon korrekt, d.h. transversal, von Atom 1 zu 2 propagiert. Der Ope-
rator für Pfad B wird durch Vertauschen der Rollen beider Atome gewonnen, also durch
die Substitution 1↔ 2, nämlich

(5.32b) TB = (σ1 ○ σ 1) ⋅ ∆r21⋅ (σ2 ○ σ2).
3.2. Implementierung von Singulett- und Triplettzeuge. In diesem Abschnitt wer-

denwir sowohlW− als auchW+mittels Ein-Photonen-Interferenz realisieren und damit zei-
gen, dass entgegen der Behauptung vonMiniatura u. a. (2007) dieUnterscheidung zwischen
konstruktiver und destruktiver Interferenz ein Kriterium für Verschränkung zwischen den
Atomen liefert.

(ii) Wir betrachten also den Interferenzkontrast V cos α im Zentrum der Interferenz�-
gur und wählen demzufolge wie bei der Einzelstreuung ÔQ = σ 1Q. Die durch den Doppel-
streuprozess induzierte Phase α wird den charakteristischen Vorzeichenwechsel induzieren.

(iv) Das Photon soll zu Beginn im maximal gemischten Polarisationszustand ρP = 1/2
vorliegen; dies deckt sich mit derWahl bei der Einzelstreuung, Abschnitt 2.4. Während dort
jedoch die Orientierung Θ des Verbindungsvektors r21 = r21(sinΘ, 0, cosΘ) der Atome in
Relation zur Einfallrichtung k̂ Auswirkungen allein auf die Phase ϕ hat, übt sie hier auf-
grund des Au�retens des Fernfeldprojektors ∆r21 in (5.32a) und (5.32b) deutlichen Ein�uss
auf die Wechselwirkung aus. Durch systematische Suche kommt man zu der Feststellung,
dass zur Realisierung der genannten Zeugen senkrecht zu r̂21 eingestrahlt werdenmuss:Wir
setzen Θ = π/2 und damit r̂21 = x̂.

(v) Wir entscheiden uns dafür, die Observable

(5.33) ÔP = 1 = 12(1 + σ 3P) + 12 (1 − σ 3P) ≡ P̂(H)P + P̂
(V)
P

zumessen. Dabei ist P̂(H)P der Projektor auf die lineare Polarisation in x̂′-Richtung, während

P̂
(V)
P das Licht vertikal im gestrichenen System, d.h. parallel zu ŷ

′, polarisiert. Diese Wahl
von ÔP mag seltsam erscheinen, formal bedeutet sie nämlich den Verzicht auf die Polari-
sationsanalyse. Die De�nition (5.33) beinhaltet aber gleich zwei mögliche Strategien, dies
e�ektiv zu tun: Entweder es wird tatsächlich kein Polarisator verwendet – und die durch
p′(ϕ) beschriebene Interferenz�gur ausgewertet – oder man implementiert explizit P̂(H)P
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plus P̂(V)P . Dies wird durch einen polarisierenden Strahlteiler geleistet: Ein solches optisches
Element kann beispielsweise durch Ausnutzen der Doppelbrechung von einigen Kristallen
realisiert werden (Born u. Wolf 1980, Kap. 15.3). Fällt unpolarisiertes Licht in bestimmter
Weise auf die Kristallober�äche, wird es durch Brechung in zwei Strahlen unterschiedli-
cher Polarisation geteilt. In unserem Fall soll die Anordnung so justiert werden, dass zu

gleichen Wahrscheinlichkeiten horizontal (P̂(H)P ) oder vertikal (P̂(V)P ) polarisierte Photo-
nen den Kristall verlassen. Die Austrittsrichtung de�niert dabei das Entscheidungskriteri-
um zwischen den beiden Alternativen. Um die Photonen in zwei verschiedene Ensembles
sortieren zu können, ist es nötig, den orthogonalen Polarisationsunterräumen unterschied-
liche Mess- bzw. Eigenwerte zuzuordnen, nämlich beispielsweise 1 für horizontale und −1
für vertikale Polarisation. Formal wird so zwar σ 3P gemessen, da aber unsere Zuordnung rein
willkürlich ist und nur zur Buchhaltung durchgeführt wird, besteht kein Widerspruch zur
De�nition (5.33).

3.3. Welche e�ektivenObservablen Ô12 ergeben sich? Die Richtung k̂
′

der optischen
Detektion ließen wir bisher frei. Ihr Ein�uss auf die e�ektive Wechselwirkung zwischen den
Atomen soll nun bei der Diskussion der sich aus Gl. (5.33) ableitenden Implementierungen
deutlich werden.

3.3.1. Verzicht auf die Polarisationsmessung. In diesem Fall �ndet man

Ô12 = trS[ρS ⋅ (T†B ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TA + h.c.)](5.34a)

= 2{1 + sin2ϑ cos2φ (σ 11 σ 12 + σ 21 σ 22 ) + σ 31 σ 32 }.(5.34b)

Die Parameter ϑ und φ de�nieren Polar- und Azimutwinkel der Messrichtung k̂
′

. Für so-
wohl Vorwärts- (ϑ = 0) als auch Rückrichtung (ϑ = π/2) und darüber hinaus falls φ = ±π/2,
also wenn k̂

′

senkrecht auf r̂21 steht, verschwinden die ersten zwei Pauli-Spin-Beiträge. Üb-
rig bleibt dann ein Projektor auf die beiden unverschränkten Triplettzustände. In diesen
Fällen ist Interferenz nur dann beobachtbar, wenn die beiden Atome zuvor in einem Zu-
stand mit nicht verschwindendem Überlapp zu ∣ , ⟩12 und ∣ , ⟩12 präpariert
worden waren10. Für die maximal verschränkten Zustände ∣Ψ±⟩12 verschwinden demnach
die Kohärenzen des Quantons und es liegt keine Interferenz vor. Wir sehen zudem, dass
der Ausdruck (5.34) sehr viel einfacher ist als der bei sonst gleicher Kon�guration für Ein-
zelstreuung gefundene e�ektive Operator Ô12 aus Gl. (5.19b) auf Seite 47. Beiden gemein
ist, dass sich mit ihnen leicht der Singulettzeuge W− umsetzen lässt, nämlich durch Wahl

von ϑ = ±π/2, d.h. k̂′⊥ k̂. Da bei der Doppelstreuung die azimutale Symmetrie durch den
Fernfeldprojektor gebrochen ist, muss zusätzlich φ = 0 verlangt werden. Die Detektion hat
hier also parallel zur Verbindungsrichtung x̂ der Atome zu erfolgen. Mit unpolarisiertem
ρS = 12(1− k̂○ k̂) und dem in die Ensemblewahrscheinlichkeit eingehenden Erwartungswert
des Operators

(5.35) trS[ρS ⋅ (T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TA + T
†
B ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB)] = 81

erhält man den Interferenzbeitrag dann zu

(5.36) 2p′(0) − 1 = 1
4
⟨W−⟩ρ12 .

3.3.2. Sortierung von Polarisationsmessungen. Der Triplettzeuge W+ = 1
2(1 − σ 11 σ

1
2 −

σ 21 σ
2
2 + σ

3
1 σ
3
2 ) war bisher nicht zu realisieren. In den einleitenden Bemerkungen wurde je-

doch die simultane Realisierung vonW− undW+ in Aussicht gestellt. Dazu diskutieren wir
jetzt die Sortierung der Polarisationsobservable σ 3P mittels des polarisierenden Strahlteilers.

10Tatsächlich tri dies für den Kontrast V der gesamten Interferenz�gur zu, nicht nur an der Stelle ϕ = 0.
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Abbildung 5.5. Anordnung des vorgeschlagenen Doppelstreuexperi-
ments. Die Vorwärtsrichtung verbietet sich aufgrund störender Koinzi-
denz mit der Photonenquelle. Die Detektion um die Rückstreurichtung

k̂
′ = −k̂ kann wie im Text erklärt mit einem polarisierenden Strahltei-
ler (PBS) durchgeführt werden, wobei sich mit Detektoren an den beiden
Ausgängen der Singlett- und der Triplettzeuge simultan realisieren las-
sen. Genauer gesagt kann dabei der Zeuge W− im Kanal horizontaler
linearer Polarisation undW+ im orthogonalen Kanal der vertikalen Po-
larisation gefunden werden. Im letzteren Fall steht der Polarisationsvek-

tor senkrecht auf sowohl k̂
′

als auch r̂21, d.h. der durch den Labortisch
de�nierten Ebene, die hier mit der Papierebene zusammenfällt. Die Be-
schri�ung „BS“ steht für „beam splitter“ und meint einen nichtpolarisa-
tionssensitiven Strahlteiler.

Setzen wir uns zu Beginnmit dem Subensemble horizontal polarisierter Photonen aus-
einander. Die e�ektive Observable lautet in diesem Fall

Ô(H)12 = trS[ρS ⋅ (T†B ⋅ P̂(H)S ⋅ TA + h.c.)](5.37a)

= 2{1 + (1 − 2 cos2ϑ cos2φ)(σ 11 σ 12 + σ 21 σ 22 ) + σ 31 σ 32 },(5.37b)

wobei der Projektor P̂(H)S nach De�nition (5.17) gegeben ist durch

(5.38) P̂
(H)
S = (x̂′, ŷ′) ⋅ P̂(H)P ⋅(x̂′T

ŷ′T
) .

In Vorwärts- (ϑ = 0) und in Rückrichtung (ϑ = π) �nden wir
(5.39) Ô(H)12 = 2{1 − cos(2φ) (σ 11 σ 12 + σ 21 σ 22 ) + σ 31 σ 32 }.
Dabei beschreibt der Azimutwinkel φ die Drehung des gestrichenen Koordinatensystems

um die Propagationsachse k̂
′ = ±k̂. Es ist daher sinnvoll, diesenWinkel gleich Null zu wäh-

len, damit – falls man die x-z-Ebene parallel zur Ober�äche des Labortisches legt – sowohl
im ungestrichenen als auch im gestrichenen System die Eigenscha� „horizontal polarisiert“

ihre übliche Bedeutung erhält. Damit realisiert Ô(H)12 bis auf den Faktor 2 den Triplettzeugen
W+.

DieWahrscheinlichkeit p(H), ein Photon in der linearen horizontalen Polarisation vor-
zu�nden, beträgt wegen Gl. (5.35) und

(5.40) trS[ρS ⋅ (T†A ⋅ P̂(H)S ⋅ TA + T
†
B ⋅ P̂

(H)
S ⋅ TB)] = 41
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einfach

(5.41) p(H) = ⟨P̂(H)P ⟩ρ′P = ⟨T†A ⋅ P̂(H)S ⋅ TA + T
†
B ⋅ P̂

(H)
S ⋅ TB⟩ρM⟨T†A ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TA + T

†
B ⋅ (1 − k̂′○ k̂′) ⋅ TB⟩ρM =

1

2
.

Dies würde man für einen symmetrischen Strahlteiler erwarten. An dessen horizontal po-
larisiertem Ausgang können wir schließlich den Interferenzbeitrag

(5.42) 2p(H)(0) − 1 = 12 ⟨W+⟩ρ12
mit dem Erwartungswert des TriplettzeugenW+ identi�zieren, Abb. 5.5.

Widmen wir uns noch kurz der Option, die Detektion orthogonal zur Einfallsrichtung
vorzunehmen. Mit ϑ = ±π/2 greifen wir damit zum Einen die Wahl zur erfolgreichen Rea-
lisation des Singulettzeugens im Falle der Einzelstreuung und zum Anderen die gefundene
Kon�guration im vorangehendenUnterabschnitt 3.3.1 auf. Die horizontale Polarisationrich-
tung liegt nun parallel zur Einfallsrichtung, x̂′ = −ẑ, und ist damit invariant unter Wahl des
Azimutwinkels φ. Interessanterweise ergibt sich wieder der Singulettzeuge, es ist

(5.43) Ô(H)12 = 2W−.
Was hingegen liefert uns der andere Ausgang? Die mit der vertikalen Polarisation P̂(V)P

assoziierte e�ektive Observable Ô(V)12 lautet

(5.44) Ô(V)12 = 2{1 + cos(2φ) (σ 11 σ 12 + σ 21 σ 22 ) + σ 31 σ 32 }.
Zunächst fällt auf, dass dieser Ausdruck unabhängig vom Polarwinkel ϑ ist. Dies wird klar,
wenn wir zurück zur Abbildung 5.3b auf Seite 44 blicken: Die im gestrichenen Systeme ver-
tikale Polarisationsrichtung ŷ

′ ist stets senkrecht zu k̂ und besitzt daher unter keinen Um-
ständen einen Anteil in z-Richtung.Wir setzen wieder φ = 0 und sorgen damit erneut dafür,
dass „vertikal“ im gestrichenen System auch „vertikal“ im durch den Labortisch de�nierten

Bezugssystem bedeutet. Ein kurzer Blick auf Gl. 5.44 verrät, dass Ô(V)12 uns mit dem Singu-
lettzeugenW− versorgt. DesWeiteren beträgt die Ensemblewahrscheinlichkeit p(V) vertikal
polarisierter Photonen erwartungsgemäß 1

2 .
Die vorgenommene Wahl der Parameter stimmt mit der oben gefundenen Kon�gu-

ration für den Triplettzeugen W+ überein. Es ist damit gezeigt, dass mit der in Abb. 5.5
dargestellten Anordnung aus den simultan durch Sortierung vermessbaren Interferenz�-
guren p(H)(ϕ) und p(V)(ϕ) die gewünschten Erwartungswerte ⟨W+⟩ρ12 und ⟨W−⟩ρ12 abge-
leitet werden können. Die Position des optischen Detektors kann unterdies entweder um
die Vorwärts- oder um die Rückrichtung variiert werden.

3.4. Schönheitsfehler. Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass das Interferenzsig-
nal der Doppelstreuung nur in Überlagerung mit der durch den Einzelstreuprozess gegebe-
nen Hintergrundintensität gemessen werden kann. Die Isolierung des Doppelstreubeitrags
erweist sich in der Regel als schwierig, da das Einzelstreusignal mit einer geometrieabhän-
gigen und sehr viel höheren Intensität anliegt. Zur Korrektur dieses ungleichen Verhältnis-
ses müsste man die beiden Atome sehr viel näher zusammen rücken. Dies wäre aber un-
verträglich mit der Fernfeldnäherung kr21 ≫ 1, die für relativ einfache pfadkonditionierte
Streuoperatoren sorgt und – wichtiger noch – sicherstellt, dass der Doppelstreubeitrag alle
anderen Mehrfachstreuprozesse (dritter, vierter, usw. Ordnung) dominiert. Stellt man die
Überlegung an, ob sich vielleicht verschiedene Abstände zwischen den Maxima der über-
lagerten Interferenzmuster ergeben, wird man enttäuscht: Für zur Verbindungsachse der
Atome senkrechte Einstrahlung, wie sie hier verlangt wird, ist die Di�erenz ϕ der Phasen
für die Wege A und B für Einzelstreuung (−) und Doppelstreuung (+) gegeben durch

(5.45) (k ± k′) ⋅ r21 = ±k′ ⋅ r21 .
Die Periode ist somit für beide Ein-Photonen-Interferenzprozesse gleich.
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Die Zuversicht, doch nochmittels Doppelstreuung Verschränkung nachweisen zu kön-
nen, wächst, wenn man den Interferenzkontrast V der Einzelstreuung diskutiert. Für vor-
wärts wie auch rückwärts gerichtete Detektion ergibt sich im Falle anfangs unpolarisierter
Photonen und bei anschließender Polarisationsselektion in den Kanälen H und V

V = 2 ∣⟨T†A ⋅ P̂(H,V)S ⋅ TB⟩ρM ∣⟨T†A ⋅ P̂(H,V)S ⋅ TA + T
†
B ⋅ P̂

(H,V)
S ⋅ TB⟩ρM(5.46a)

= 14 ∣⟨trS[(1 − k̂ ⋅ k̂) ⋅ T†A ⋅ P̂(H,V)S ⋅ TB]⟩ρ12 ∣(5.46b)

= 12 ⟨1 + σ 31 σ 32 ⟩ρ12 ,(5.46c)

also in beiden Fällen der Erwartungswert des bereits bekannten Projektors auf die zwei Trip-
lettproduktzustände ∣ , ⟩12 und ∣ , ⟩12:

= 12⟨ , ∣ρ12∣ , ⟩12 + 12⟨ , ∣ρ12∣ , ⟩12 .(5.46d)

Da jeder Projektor ein positiver Operator ist, wird der Erwartungswert (5.46c) reell (und
ferner stets nichtnegativ) sein. Infolgedessen verschwindet die durch Wechselwirkung in-
duzierte Phase α, wir �nden

(5.47) α = arg(⟨T†A ⋅ P̂(H,V)S ⋅ TB⟩ρM) = 0.
Ausnahmslos beobachtetmandaher umdieVorwärts- oder Rückrichtung herumkonstruk-
tive Interferenz der Einzelstreuamplituden.Wir entnehmenGl. (5.46d), dass bei Präparation
der maximal verschränkten Zustände ∣Ψ±⟩12 , die ja im Zentrum unseres Interesses stehen,
der Interferenzkontrast V verschwindet. Eine eventuell erkennbare Interferenz�gur muss
in diesem Fall auf Photonen aus dem Doppelstreuprozess zurückgehen. Mehr noch, da in
ϕ = 0 die Einzelstreuinterferenz stets konstruktiv ist, ist jedwede erkannte destruktive In-
terferenz ein sicheres Zeichen für Verschränkung: Betrachtet man graduell die inkohäreten
Überblendungen von ρ12 = 1/4 und ∣Ψ±⟩12 , so wird angefangen bei der maximalen Mi-
schung die Sichtbarkeit der Interferenz V = 1

2 betragen, um bei Erreichen der maximalen
Verschränkung schließlich zu vergehen. Es wird daher einen Punkt geben, an dem die de-
struktive Interferenz der Doppelstreuung bei ϕ = 0 überwiegt. In einem Experiment kann
dannmit etwas Glück ein potentiell durchRauschen verunreinigter Singulett- oder Triplett-
zustand nachgewiesen werden.

Resümee

In diesemAbschnitt betrachtetenwir die Streuung eines Photons an zweiAtomen in en-
gen Fallen. Deren Grundzustände bildeten ein Qubit-Paar, dessen Verschränkung es nach-
zuweisen galt. Der Streuprozess niedrigster Ordnung ist die Einfachstreuung, bei der die
Pfadalternativen durch den Besuch eines der beiden Atome de�niert werden. Diese Young-
sche Interferenz wurde bereits von Eichmann u. a. (1993) experimentell nachgewiesen. Die
Sensitivität des Interferometers auf Verschränkung ist jedoch neu: Es konnte hier gezeigt
werden, dass im Interferenzmuster eines unpolarisierten Photons bei zur Propagationsrich-
tung senkrechter Detektion ein Kriterium zur Detektion des Singulettzustandes enthalten
ist, nämlich der Übergang von konstruktiver zu destruktiver Interferenz. Die Implemen-
tierung des SingulettzeugenW− konnte aufgrund der sehr einfachen Kon�guration erklärt
werden. Jedoch ließen sich keine echten Verschränkungszeugen für den Triplettzustand so-
wie für die beiden anderen Bellzustände ∣Φ±⟩12 konstruieren. Als problematisch stellte sich
dabei die Anisotropie der entsprechenden Zeugen in den Pauli-Spin-Operatoren sowie feh-
lende Invarianz der Streuoperatoren unter bestimmten unitären Transformationen dar.

Schon allein der geglückte Fund vonW− ist auf den ersten Blick kurios, denn intuitiv
würde man annehmen, das Photonmüsse (wie es bei der Doppelstreuung der Fall ist) beide
Atome sequentiell besuchen, um Korrelationen sichtbar zu machen. Das „Teilchen“, was
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tatsächlich beide Atome besucht, ist aber das Quanton. Wir sehen hier die physikalische
Relevanz dieses Qubits, das ja ursprünglich nur als Hilfsobjekt eingeführt wurde, um die
statistischen Eigenscha�en und die Kohärenz der beiden Pfadalternativen Aund Bwährend
der Quanteninterferenz zu beschreiben.

In der anschließend studierten Doppelstreusituation, in der dieWegalternativen durch
die Reihenfolge der Streuereignisse gegeben sind, gelang uns schließlich die Realisierung
des TriplettzeugenW+ und gleichzeitig der Beweis, dass (kohärente) Doppelstreuung fein-
fühlig auf Verschränkung reagiert.Wir revidierten damit eine von (Miniatura u. a. 2007) ge-
gebene Einschätzung. Obwohl der absolute Interferenzbeitrag der Doppelstreuung demje-
nigen der Einzelstreuung in der Regel erdrückend unterliegt, gelingt vermutlich die De-
tektion von ∣Ψ±⟩12 in der vorgeschlagenen Geometrie, da der Interferenzkontrast der aus
Einzelstreuung stammenden Photonen in diesem Fall verschwindet.





KAPITEL 6

Zusammenfassung und Ausblick

Durch die Untersuchung eines vereinfachten mesoskopischen wie auch eines wirklich-
keitsnahen quantenoptischen Szenarios wurde gezeigt, dass anhand der Interferenz einer
einzelnen Sonde über die Verschränkung zweier identischer Probenteilchen entschieden
werden kann. Der Schlüssel dazu ist die kohärente Wechselwirkung zwischen Sonde und
Probe. Die physikalische Observable ist dabei die das Interferenzbild zeichnende Detek-
tionswahrscheinlichkeit, und die Signatur der Verschränkung bildet o�mals einfach der
Wechsel von konstruktiver zu destruktiver Interferenz.

Der Nachweis gelang, da der Interferenz�gur Erwartungswerte e�ektiver Observablen
zu entnehmen sind, die allein auf die Probe wirken. Es stellte sich heraus, dass sowohl bei
derWechselwirkung eines Elektronsmit zweimagnetischen Störstellen in einemAharonov-
Bohm-Festkörperinterferometer als auch bei der Streuung eines Photons an zwei gefange-
nen Atomen einfacher interner Struktur realisierbare experimentelle Kon�gurationen exis-
tieren, für die diese e�ektive Observable Verschränkung zwischen den Probenteilchen be-
zeugt.

Für den realistischeren quantenoptischen Fall ist eine durchführbare experimentelle
Bestätigung zu erwarten, da die Anordnung imWesentlichen der Situation der Experimente
von Eichmann u. a. (1993) entspricht. Einzig die Präparation des verschränkten Zustands
geht über die einstigen Möglichkeiten der Gruppe hinaus.

Was haben wir bisher noch nicht gerlernt? Mit der Herstellung des verschränkten Zu-
stands ist noch eine andere o�ene Frage verknüp�. Die tatsächliche Implementierung des
Vorschlags dieser Arbeit erfordert eine große Anzahl vonMessungen und jede Messung be-
darf vorheriger Präparation, da der verschränkte Zustand imAllgemeinen durch dieWech-
selwirkung mit der Sonde zerstört wird. Wie ist diesem Problem zu begegnen?

Wenn die Quantendynamik des Systems deterministisch zu kontrollieren wäre, lie-
ßen sich die Populationen und Kohärenzen der Probenteilchen gezielt manipulieren. Im
quantenoptischen Fall ist vermutlich durch Wechselwirkung mit einem treibenden, spezi-
ell angepassten Strahlungsfeld ein verschränkter, strahlungsstabiler Gleichgewichtszustand
zu erreichen (Bargatin u. a. 2000a, b). Durch die resonante Dipol-Dipol-Wechselwirkung
stünden die beiden Atome durch Austausch virtueller Photonen ständig in Kontakt. Die
Idee ist, ähnlich wie von Loss u. Sukhorukov (2000) immesoskopischen Szenario illustriert,
zwischen zwei erfassten Ein-Teilchen-Interferenzen das System in diesen feinabgestimmten
Grundzustand relaxieren zu lassen.

Ein anderer Gedanke verfolgt die parallele Präparation etlicher, in einemoptischenGit-
ter periodisch angeordneter, identischer Probenpaare. Das Photon hätte die Möglichkeit,
an vielen Kopien zu streuen, und es käme demzufolge zur Viel-Wege-Interferenz (Kaszli-
kowski u. a. 2003; Englert u. a. 2007). Es läge dann in einer Superposition vieler Zustände
vor, wobei ein jeder einem Streupfad zuzuordnen wäre. Es ist nicht klar, welchen Ein�uss
dies auf das derzeitige Konzept üben würde. Die Anordnung hätte den Vorteil langsamerer
Dekohärenz: Der Gesamtzustand des Systems würde durch eine einzige Streuung weniger
beein�usst werden als im vorliegenden Fall mit nur zwei Atomen.

Auf der mathematischen Seite lassen sich die Resultate in eine interessante Richtung
erweitern. Bis zu diesem Punkt lag der Schwerpunkt ausschließlich bei der Detektion von
Verschränkung. Darüber hinaus sollte man Notiz davon nehmen, dass Aufwand betrieben
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wurde, den Erwartungswerten von Verschränkungszeugen quantitative Relevanz zuzuord-
nen. Einige Zeugen – der Singulettverschränkungszeuge ist einer davon – geben eine untere
Schranke an die Concurrence (oder ein anderes Verschränkungsmaß) und ermöglichen so
quantitative Charakterisierungen (Brandão 2005; Cavalcanti u. Cunha 2006; Gühne u. a.
2007; Eisert u. a. 2007; Mintert 2007).

Es soll zum Schluss noch auf ein Phänomen hingewiesenwerden, welches sichwährend
der Studien der Doppelstreuung ergab und von dem in der vorliegenden Arbeit bisher nicht
berichtet wurde. In besonderen Situationen vermag die Wechselwirkung zwischen Photon
und Atomen, die vor der Streuung vorliegende Verschränkung zwischen den Grundzu-
ständen der Atome eins-zu-eins auf die Verschränkung zwischen Quanton und Marker zu
übertragen: Je mehr Verschränkung zu Beginn vorliegt, um so schwächer ist der Kontrast
des resultierenden Interferenzmusters. Betrachten wir beispielsweise den Singulettzustand.
Da er maximal verschränkt ist, verschwindet die Interferenz gänzlich. Es wurde festgestellt,
dass in diesem Fall die Sichtbarkeit durch die Sortierung einer bestimmten optimalen Mes-
sung auf den Atomen wiederhergestellt werden kann. Als die auf den Atomen zu messende
Observable wurde aber frappierenderweise der Singulettzeuge gefunden. Angesichts dieser
Entdeckung ist zu prüfen, ob die Wechselwirkung nicht so manipuliert werden kann, dass
die Verschränkung nach der Interferenz allein zwischen Quanton und Sonde vorliegt. In
diesem Fall wäre sie mit den diskutierten Mitteln leicht auszulesen.



ANHANG A

Separabilität und Verschränkungsmaße

Im Folgenden wollen wir uns der theoretisch-mathematischen Beschreibung von Ver-
schränkung zwischen lediglich zwei Teilen widmen. Tatsächlich lassen sich am Beispiel
zweiteiliger Quantensysteme die Konzepte der Verschränkungstheorie in angenehmerWei-
se diskutieren. Dabei können einige Resultate anstandslos auf Systeme mit drei und mehr
Konstituenten übertragen werden, während andere einer simplen Verallgemeinerung trot-
zen und dafür sorgen, dass zum jetzigen Zeitpunkt wenig über die Situation inmehrteiligen
Systeme bekannt ist.

1. VerschränkteQuantenzustände

Dieser Abschnitt gibt eine De�nition eines verschränkten Quantenzustands und be-
schä�igt sich mit der Frage, wie entschieden werden kann, ob und, falls ja, wie stark eine
gegebene Probe Verschränkung aufweist. Zunächst benötigen wir einen mathematischeren
Zugang: Ein Quantenzustand auf einem Hilbertraum H = H1 ⊗H2 , wobei mit 1 und 2 die
beiden Subsysteme bezeichnet werden sollen, ist entweder separabel oder verschränkt. Für
einen reinen Zustand ∣ψ⟩ lässt sich die Unterscheidung sehr leicht vornehmen: Der Vektor∣ψ⟩ heißt separabel genau dann, wenn er als (Tensor-)Produktzustand ∣ψ⟩ = ∣ψ⟩1 ⊗ ∣ψ⟩2 ≡∣ψ⟩1∣ψ⟩2 geschrieben werden kann. Die Kenntnis des Zustands des Gesamtsystems legt al-
so die Zustände von 1 und 2 eindeutig fest. Ist dies nicht der Fall, so ist ∣ψ⟩ verschränkt.
Die einfachst mögliche Verschränkung tritt zwischen zwei Qubits auf, d.h. zwischen zwei
Spin-1/2-Teilchen mit H = C

2⊗ C
2 und d1 = d2 = 2. Besonders hervorzuheben sind die

Bell-Zustände,

∣Φ±⟩ = 1√
2
(∣00⟩ ± ∣11⟩) ,(A.1a)

∣Ψ±⟩ = 1√
2
(∣01⟩ ± ∣10⟩) ,(A.1b)

die jeweils die maximal mögliche Verschränkung zeigen.
Einen gemischten Zustand ρ nennt man separabel, falls er auf klassische Weise präpa-

riert werden kann oder anders gesprochen, wenn die Korrelationen zwischen Messungen
eines vollständigen Satzes von Observablen allein durch klassische Wahrscheinlichkeiten
beschrieben werden können. Für den Dichteoperator ρ bedeutet dies, dass er als Konvex-
kombination von Produktzuständen darstellbar ist (Werner 1989):

ρ =∑
i∈I

pi ρ
i
1 ⊗ ρ i2 ,(A.2)

wobei I eine Indexmenge, die pi klassische Wahrscheinlichkeiten mit∑i∈I pi = 1 und ρ iA,B
wohl de�nierte Zustände auf denTeilsystemen sind. Existiert eine derartige Zerlegung nicht,
so heißt ρ verschränkt, gibt es sie, so ist sie im Allgemeinen nicht eindeutig. Im Falle end-
lichdimensionaler Hilberträume H, also für d1d2 < ∞, können die ρ iA,B stets rein gewählt
werden. DieMenge der separablen Dichteoperatoren ρ wirdmitS bezeichnet, sie ist die ab-
geschlossene konvexeHülle aller reinen Produktzustände. Als Beispiel für einen gemischten
separablen Zustand zweier Qubits sei ρ = (∣00⟩⟨00∣ + ∣11⟩⟨11∣)/2 genannt, der zwar klas-
sische Korrelationen, aber keine quantenmechanischen aufweist. Demgegenüber ist mein
Beispiel für einen verschränkten Zustand der Wernersche Zustand (Werner 1989) ρB =
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1
3 p1 + (1 − 43 p)∣Ψ−⟩⟨Ψ−∣, der zwischen dem Projektor auf den Triplettsektor (p = 1), der
Identität (p = 3/4) und dem Projektor auf den Singulettzustand ∣Ψ−⟩ (p = 0) interpoliert.
Mit den hieran anknüpfend behandelten Verschränksmaßen ermittelt man, dass ρB für alle
p ≥ 1

2 separabel, für p < 1
2 verschränkt ist und schließlich maximale Verschränkung für

p = 0 erreicht.
2. Quanti�zierung von Verschränkung

In der Regel ist es schwer, zu entscheiden, ob ein gegebener gemischter Zustand sepa-
rabel ist oder nicht. Noch schwieriger ist es, darüber hinaus die Verschränkung eines Zu-
standes zu quanti�zieren. Im Folgenden sollen kurz die wichtigsten Anforderungen an ein
Verschränkungsmaß E genannt werden, ohne auf die Vielzahl möglicher Maße im Detail
einzugehen:

In Übereinstimmung mit der Diskussion zu Beginn dieser Arbeit kann die Verschrän-
kung eines Quantensystems unter LOCC, d.h. lokalen Operationen auf den Quantenteilsys-
temen, klassischer Kommunikation zwischen den Parteien und projektiver Auslese (Post-
Selektion) – je beschrieben durch einen Superoperator Λ –, nicht zunehmen. LOCC de�-
nieren also jene Klasse von Zustandsentwicklungen, die jegliche kohärenten Wechselwir-
kungen zwischen den Subsystemen ausschließen. Diese quanteninformationstheoretische
Monotonie-Eigenscha� lautet konkret für einen Quantenzustand ρ:

(A.3) E(Λρ) ≤ E(ρ).
Da sich jede LOCC-Operation in der Form

(A.4) Λρ =∑i(A†i ⊗ B†i )ρ(A†i ⊗ B†i )
schreiben lässt 1, darf sich E somit beispielsweise unter den lokalen unitären Transforma-
tionen Λρ = (U1 ⊗U2)ρ(U†1 ⊗U†2 ) nicht ändern.

Ein in obigem Sinne konzipiertes monotones Maß E ist konstant auf der Menge der se-
parablen Zustände S , da jeder separable Zustand unter LOCC in einen beliebigen anderen
Zustand aus S umgewandelt werden kann. Des Weiteren folgt, dass ein auf der Menge aller
Zustände de�niertes E sein globales Minimum auf S annimmt, da man jeden separablen
Zustand per LOCC aus jedem beliebigen anderen Zustand formen kann. Es macht daher
Sinn, dieses Minimum auf den Wert Null zu setzen, d.h. E verschwindet auf S . Aufgrund
dieser beiden Vereinbarungen ist E bereits ein nichtnegatives Funktional. Verschränkungs-
maße sind meist konvex, d.h. für zwei beliebige Zustände ρ und σ �ndet man

(A.5) E(λρ + (1 − λ)σ) ≤ λE(ρ)+ (1 − λ)E(σ),
0 ≤ λ ≤ 1. Konvexität wird als notwendige Bedingung für Kompatibilität mit der üblichen
mathematischen Formulierung von Monotonie eingeführt. Außer diesen Forderungen gibt
es noch eine Reihe von möglichen Eigenscha�en (Bruß 2002), die o� nützlich sind, in spe-
ziellen Fällen sich in natürlicher Weise ergeben und daher o� gefordert werden.

Es existiert ein Verfahren zur Konstruktion von gültigen monotonen Verschränkungs-
maßen (Uhlmann 1998). Man beginnt mit einem explizit für reine Zustände ∣ψ⟩ konzipier-
ten Maß Ẽ und verallgemeinert dieses auf gemischte ρ durch Suchen der kleinsten Ver-
schränkung unter allen Konvexkombinationen reiner Zustände, in die sich ρ zerlegen lässt:

E(ρ) = inf
{I,p i ,ψ i}

∑
i∈I

pi Ẽ(ψi),(A.6)

wobei ρ = ∑i pi ∣ψi⟩⟨ψi ∣. Das In�mum wird auf einem bestimmten optimal genannten En-
semble {I , pi ,ψi} angenommen (Uhlmann 1998). Für jedes gültige streng monotone Maß
Ẽ ist E nach Konstruktion monoton für alle Zustände, einschließlich der gemischten. Die
Suche nach einem Verschränkungsmaß reduziert sich daher auf den Fall reiner Zustände.

1Konkret wurde dies in Ref. (Bennett u. a. 1999) behandelt. O�ensichtlich besteht auch ein Zusammenhang
zu der Formulierung beliebiger Quantenkanäle mittels Krausoperatoren, siehe Abschnitt 3 des Kapitels 2.
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Das wohl wichtigste auf diesemWege gewonneneMaß ist das Entanglement of Formati-

on EF (Bennett u. a. 1996), für das Ẽ(ψ) gleich der von-Neumann-Entropie der reduzierten
Dichtematrix ρ1 bezüglich ∣ψ⟩⟨ψ∣ gesetzt wird:
(A.7) Ẽ(ψ) = S (tr2 ∣ψ⟩⟨ψ∣) = −⟨log2 ρ1⟩ρ1 = −∑λ∈σ(ρ1) λ log2 λ ≥ 0.
Eine Formulierung mit vertauschten Spurbildungen ist ebenso möglich und äquivalent. Die
von-Neumannsche Entropie misst die Abweichung von einem reinen Zustand: S ist dann
und nur dann Null, wenn alle Eigenwerte des reduzierten Zustands ρ1 bis auf einen ver-
schwinden2. In diesem Fall ist der Dichteoperator nicht mehr von einem reinen Zustand zu
unterscheiden. Dies bedeutet aber, dass ∣ψ⟩ ein Produktzustand war. Aufgrund der Fähig-
keit, denGrad der Verschränkung zwischen 1 und 2 zumessen, heißt die von-Neumannsche
Entropie auch Entropie der Verschränkung.

Der Name „Entanglement of Formation“ erklärt sich wiederum auf folgende Weise:
Seien Alice und Bob zwei Experimentatoren, die an verschiedenen, räumlich getrennten
Messplätzen jeweils Zugang zu ausschließlich einem der beiden Subsysteme 1, 2 haben. Um
einen nichtlokal verschränkten, gemischten Zustand ρ ohne den Austausch von anderen
verschränkten Teilchen zu erzeugen, müssen sie bereits ein Äquivalent von EF(ρ) maxi-
mal verschränkten Zustanden teilen. Falls sie also zusammen bereits diesen Betrag an Ver-
schränkung besitzen, sind sie prinzipiell dazu in der Lage, ρ zu erzeugen. In diesem Sinne
ist EF(ρ) die Menge an Verschränkung, die zur Erzeugung von ρ erforderlich ist.

Während bei der Bestimmung der Entropie die größte Schwierigkeit darin besteht, das
Spektrum σ(ρ1) zu ermitteln, gestaltet sich die Berechnung von EF deutlich komplexer, für
höherdimensionale Systeme mit d1 oder d2 > 2 ist unglücklicherweise kein analytischer
Ausdruck bekannt. Für aus zwei Quantenbits bestehende Systeme kann EF jedoch über das
zu diesem Zweck eingeführte (Hill u. Wootters 1997) Maß Concurrence C vergleichsweise
leicht berechnet werden (Wootters 1998), womit sich dessenWichtigkeit erklärt. Man �ndet
für einen beliebigen Zustand ρ

(A.8) EF(ρ) = h⎛⎝ 1 +
√
1 + C(ρ)
2

⎞⎠ .
h ist gleich der binären Entropie h(x) = −x log2 x − (1 − x) log2(1 − x), während C durch
(A.9) C(ρ) =max {0, 2λmax −∑i λi}
gegeben ist3. λmax bezeichnet hier den größten der Eigenwerte λi der hermiteschen Ma-
trix
√
ρ(σ 2 ⊗ σ 2)ρ∗(σ 2 ⊗ σ 2), wobei ρ∗ komplexe Konjugation des Dichteoperators in der

Standardbasis meint. Ein Vorteil der Concurrence ist, dass ihr Quadrat für jeden reinen
Zustand

(A.10) ∣ψ⟩ = α∣00⟩ + β∣01⟩ + γ∣10⟩ + δ∣11⟩
ein einfaches Polynom der Koe�zienten ist:

(A.11) C(ψ) = 2 ∣αδ − βγ∣ .
Da die Concurrence selbst ein Verschränkungsmaß ist – sie ist positiv für verschränkte

Zustände –, wurde (Rungta u. a. 2001) eine Verallgemeinerung auf zweiteilige Systeme be-
liebiger Dimension vorgenommen4: Für reine Zustände ρ ≡ ∣ψ⟩⟨ψ∣ ergibt sie sich zu C̃(ψ) =

2Dieser letzte nichtverschwindende Eigenwert ist aufgrund der Anforderung an die Spur von ρ1 gleich 1.
3In die Berechnung der Concurrence �ießt jeder Eigenwert ein, d.h. ist λmax entartet, verschwindet C. Um

dies besser zu sehen, schreibt man (A.9) auch häu�ger C(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, wobei die Eigenwerte
in absteigender Reihenfolge der Größe nach sortiert sind.

4Man bezeichnet o� die ursprünglich für bipartite Qubit-Systeme aufgestellte, später aber auf höhere Dimen-
sionen verallgemeinerte Concurrence als I-Concurrence (Rungta u. a. 2001), da es mehrere andere Vorschläge gibt
(Fan u. a. 2003; Gour 2005; Sinołȩcka u. a. 2002).
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2 (⟨ψ∣ψ⟩ − tr1 [ρ21 ]). Betrachtetman gemischte Zustände,muss analog zumEntanglement

of Formation auf eine Konvexkombination

(A.12) C(ρ) = inf
{I,p i ,ψ i}

∑
i∈I

pi C̃(ψi)
zurückzugegri�en werden. C(ρ) verschwindet dann und nur dann, wenn ρ separabel ist.
Genau wie bei EF de�niert (A.12) ein hochdimensionales Optimierungsproblem, welches
mühsam – o� numerisch – gelöst werden muss. Da das In�mum bei einer solchen numeri-
schen Optimierung in endlicher Zeit nicht notwendigerweise angenommen wird, kann das
Verfahren prinzipiell nur eine obere Schranke liefern. Erschwerend kommt hinzu, dass im
Allgemeinen die In�ma von C und EF nicht auf demselben Ensemble {I , pi ,ψi} angenom-
men werden. Man behil� sich dadurch, dass man untere Schranken für C sucht, die sich
einfacher berechnen lassen.

3. Eine Ergänzung zu maximal verschränkten Zuständen

Der Inhalt dieses Abschnitt lässt sich zwar dem Kontext der Verschränkungstheorie
zuordnen, er stellt aber keine Fortsetzung der vorherigen Diskussion dar. Stattdessen soll
konkret gezeigt werden, dass der Überlapp eines Produktzustands ∣ψ⟩12 und dem maximal
verschränkten Zustand U ∣Φ+⟩12 mit U = U1 ⊗ V2 und beliebigenU ,V ∈ U(2)maximal 12
betragen kann. Dabei ist ∣Φ+⟩12 = (∣00⟩12 + ∣11⟩12)/√2 der kanonisch maximal verschränkte
Zustand auf 12. Ein kurzer Beweis könnte so lauten: Sei ∣ψ⟩12 durch ∣ψ⟩1212⟨ψ∣ = 1

4 (1 + p̂1 ⋅

σ 1)(1 + p̂2 ⋅ σ2), ∣p̂1,2 ∣ = 1, universell parametrisiert. Dann ist der Überlapp
(A.13) ∣12⟨ψ∣U ∣Φ+⟩12∣2 = 14 (1 + 12⟨Φ+∣U †

1 (p̂1 ⋅ σ 1)U1∣Φ+⟩12+
+ 12⟨Φ+∣V †

2 (p̂2 ⋅ σ2)V2∣Φ+⟩12 + 12⟨Φ+∣U †
1 (p̂1 ⋅ σ 1)U1V †

2 (p̂2 ⋅ σ2)V2∣Φ+⟩12).
Wir verwenden die Homomorphie von SU(2) und SO(3) oder anders gesagt die Existenz
einer eindeutigen Abbildung der Gruppe SU(2) auf die gewöhnliche Drehgruppe SO(3) im
dreidimensionalen Raum: Es gilt

U
†(p̂1 ⋅ σ)U = (1 0

0 e−iθU
) p̂′1 ⋅ σ (1 0

0 eiθU
)(A.14a)

und analog

V
†(p̂2 ⋅ σ)V = (1 0

0 e−iθV
) p̂′2 ⋅ σ (1 0

0 eiθV
)(A.14b)

mit p̂
′

1,2 = RU ,V p̂1,2 , wobei RU ,V ∈ SO(3) und θU ,V ∈ R. Es folgt

∣12⟨ψ∣U ∣Φ+⟩12∣2 = 14{1 + cos(θU + θV )(p′11 p′12 − p′21 p′22 )(A.15a)

+ sin(θU + θV )(p′11 p′22 + p′21 p′12 ) + p′31 p′32 }
≤ 14{1 + 12 ∣p′11 ∣2 + 12 ∣p′22 sin(θU + θV ) + p′12 cos(θU + θV )∣2(A.15b)

+ 12 ∣p′21 ∣2 + 12 ∣p′12 sin(θU + θV ) − p′22 cos(θU + θV )∣2
+ 12 ∣p′31 ∣2 + 12 ∣p′32 ∣2}= 12 .(A.15c)



Literaturverzeichnis

Aharonov u. Bohm 1959

Aharonov, Y. ; Bohm, D.: Signi�cance of Electromagnetic Potentials in the Quantum�eory.
In: Phys. Rev. 115 (1959), Nr. 3, S. 485–491

Akkermans u. Montambaux 2007

Akkermans, Eric ; Montambaux, Gilles: Mesoscopic Physics of Electrons and Photons. Cam-
bridge University Press, 2007

Aspect u. a. 1982

Aspect, Alain ; Grangier, Philippe ; Roger, Gérard: Experimental Realization of Einstein-
Podolsky-Rosen-Bohm Gedankenexperiment: A New Violation of Bell’s Inequalities. In: Phys.
Rev. Lett. 49 (1982), Nr. 2, S. 91–94

Bargatin u. a. 2000a

Bargatin, I. V. ; Grishanin, B. A. ; Zadkov, V. N.: Analysis of radiatively stable entanglement
in a system of two dipole-interacting three-level atoms. In: Phys. Rev. A 61 (2000),Nr. 5, S. 052305

Bargatin u. a. 2000b

Bargatin, I. V. ; Grishanin, B.A. ; Zadkov, V.N.: Generation of entanglement in a system of
two dipole-interacting atoms by means of laser pulses. In: Fortschr. Phys. 48 (2000), S. 637–641

Barnes u. a. 2000

Barnes, C. H. W. ; Shilton, J. M. ; Robinson, A. M.: Quantum computation using electrons
trapped by surface acoustic waves. In: Phys. Rev. B 62 (2000), Nr. 12, S. 8410–8419

Bell 1964

Bell, John S.: On the Einstein-Podolsky-Rosen paradox. In: Physics 1 (1964), S. 195

Bennett u. a. 1999

Bennett, Charles H. ; DiVincenzo, David P. ; Fuchs, Christopher A. ; Mor, Tal ; Rains, Eric
; Shor, Peter W. ; Smolin, John A. ; Wootters, William K.: Quantum nonlocality without
entanglement. In: Phys. Rev. A 59 (1999), Nr. 2, S. 1070–1091

Bennett u. a. 1996

Bennett, CharlesH. ; DiVincenzo, David P. ; Smolin, JohnA. ;Wootters,WilliamK.: Mixed-
state entanglement and quantum error correction. In: Phys. Rev. A 54 (1996), Nr. 5, S. 3824–3851

Berry 1984

Berry, Michael V.: Quantal Phase Factors Accompanying Adiabatic Changes. In: Procedures of
the Royal Society of London A 392 (1984), S. 45–57

Born u. Wolf 1980

Born, M. ; Wolf, E.: Principles of optics. Oxford : Pergamon Press, 1980

Bourennane u. a. 2004

Bourennane, Mohamed ; Eibl, Manfred ; Kurtsiefer, Christian ; Gaertner, Sascha ; Wein-
furter, Harald ; Gühne, Otfried ; Hyllus, Philipp ; Bruss, Dagmar ; Lewenstein, Maciej ;
Sanpera, Anna: Experimental Detection of Multipartite Entanglement using Witness Opera-
tors. In: Phys. Rev. Lett. 92 (2004), Nr. 8, S. 087902

Brandão 2005

Brandão, Fernando G. S. L.: Quantifying entanglement with witness operators. In: Phys. Rev.
A 72 (2005), Nr. 2, S. 022310

65



66 Literaturverzeichnis

Braun u. a. 2004

Braun, Matthias ; König, Jürgen ; Martinek, Jan: �eory of transport through quantum-dot
spin valves in the weak-coupling regime. In: Phys. Rev. B 70 (2004), Nr. 19, S. 195345

Brezger u. a. 2002

Brezger, Björn ; Hackermüller, Lucia ; Uttenthaler, Stefan ; Petschinka, Julia ; Arndt,
Markus ; Zeilinger, Anton: Matter-Wave Interferometer for Large Molecules. In: Phys. Rev.
Lett. 88 (2002), Nr. 10, S. 100404

Bruß 2002

Bruss, Dagmar: Characterizing entanglement. In: J. Math. Phys. 43 (2002), Nr. 9, S. 4237–4251

Burkard u. a. 2000

Burkard, Guido ; Engel, Hans-Andreas ; Loss, Daniel: Spintronics and Quantum Dots for
Quantum Computing and Quantum Communication. In: Fortschr. Phys. 48 (2000), Nr. 9-11, S.
965–986

Cavalcanti u. Cunha 2006

Cavalcanti, Daniel ; Cunha, Marcelo O. T.: Estimating entanglement of unknown states. In:
Appl. Phys. Lett. 89 (2006), Nr. 8, S. 084102

Cohen-Tannoudji u. a. 1997

Cohen-Tannoudji, Claude ; Dupont-Roc, Jacques ; Grynberg, Gilbert: Photons and Atoms:

Introduction to Quantum Electrodynamics. New York : John Wiley & Sons, 1997

Cohen-Tannoudji u. a. 1998

Cohen-Tannoudji, Claude ; Dupont-Roc, Jacques ; Grynberg, Gilbert: Atom-Photon Inter-

actions: Basic Processes and Applications. New York : John Wiley & Sons, 1998

Costa Jr. u. a. 2006

Costa Jr., A. T. ; Bose, S. ; Omar, Y.: Entanglement of Two Impurities through Electron Scat-
tering. In: Phys. Rev. Lett. 96 (2006), Nr. 23, S. 230501

Dürr u. a. 1998

Dürr, S. ; Nonn, T. ; Rempe, G.: Fringe Visibility and Which-Way Information in an Atom
Interferometer. In: Phys. Rev. Lett. 81 (1998), Nr. 26, S. 5705–5709

Dürr u. Rempe 2000

Dürr, Stephan ; Rempe, Gerhard: Complementarity and quantum erasure in an atom interfe-
rometer. In: Opt. Commun. 179 (2000), Nr. 1-6, S. 323–335

Edmonds 1996

Edmonds, A. R.: Angular Momentum in Quantum Mechanics. Princeton, N.J. : Princeton
Univ. Press, 1996

Eichmann u. a. 1993

Eichmann, U. ; Bergquist, J. C. ; Bollinger, J. J. ; Gilligan, J. M. ; Itano, W.M. ; Wineland,
D. J. ; Raizen, M. G.: Young’s interference experiment with light scattered from two atoms. In:
Phys. Rev. Lett. 70 (1993), Nr. 16, S. 2359–2362

Einstein 1905

Einstein, A.: Über einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betre�enden heuristi-
schen Gesichtspunkt. In: Ann. Phys. 17 (1905), S. 132–148

Einstein u. a. 1935

Einstein, A. ; Podolsky, B. ; Rosen, N.: Can Quantum-Mechanical Description of Physical
Reality Be Considered Complete? In: Phys. Rev. 47 (1935), Nr. 10, S. 777–780

Eisert u. a. 2007

Eisert, J ; Brandão, F. G. S. L. ; Audenaert, KM R.: Quantitative entanglement witnesses. In:
New J. Phys. 9 (2007), Nr. 3, S. 46

Englert 1996

Englert, Berthold-Georg: Fringe Visibility and Which-Way Information: An Inequality. In:
Phys. Rev. Lett. 77 (1996), Nr. 11, S. 2154–2157



Literaturverzeichnis 67

Englert 1999

Englert, Berthold-Georg: Remarks on some basic issues in quantummechanics. In: Z. Natur-
forsch. 54 a (1999), S. 11–32

Englert u. a. 2007

Englert, Berthold-Georg ; Kaszlikowski, Dagomir ; Kwek, Leong C. ; Chee, Wei H.: Wave-
particle duality in multi-path interferometers: General concepts and three-path interferometers.
arXiv:0710.0179 (2007)

Fan u. a. 2003

Fan, Heng ; Matsumoto, Keiji ; Imai, Hiroshi: Quantify entanglement by concurrence hierar-
chy. In: J. Phys. A 36 (2003), Nr. 14, S. 4151–4158

Gour 2005

Gour, Gilad: Family of concurrencemonotones and its applications. In: Phys. Rev. A 71 (2005),
Nr. 1, S. 012318

Gühne u. a. 2002

Gühne, O. ; Hyllus, P. ; Bruss, D. ; Ekert, A. ; Lewenstein, M. ;Macchiavello, C. ; Sanpera,
A.: Detection of entanglement with few local measurements. In: Phys. Rev. A 66 (2002), Nr. 6,
S. 062305

Gühne u. a. 2007

Gühne, O. ; Reimpell, M. ; Werner, R. F.: Estimating EntanglementMeasures in Experiments.
In: Phys. Rev. Lett. 98 (2007), Nr. 11, S. 110502

Hayashi 2006
Hayashi, Masahito: Quantum Information: An Introduction. Berlin, Heidelberg : Springer, 2006

Hewson 1997
Hewson, A. C.: �e Kondo Problem to Heavy Fermions. Cambridge University Press, 1997
(Cambridge Studies in Magnetism 2)

Hill u. Wootters 1997
Hill, Scott ; Wootters, William K.: Entanglement of a Pair of Quantum Bits. In: Phys. Rev.
Lett. 78 (1997), Nr. 26, S. 5022–5025

Itano u. a. 1998
Itano, W. M. ; Bergquist, J. C. ; Bollinger, J. J. ; Wineland, D. J. ; Eichmann, U. ; Raizen,
M. G.: Complementarity and Young’s interference fringes from two atoms. In: Phys. Rev. A 57
(1998), Nr. 6, S. 4176–4187

Jaeger u. a. 1993
Jaeger, Gregg ; Horne, Michael A. ; Shimony, Abner: Complementarity of one-particle and
two-particle interference. In: Phys. Rev. A 48 (1993), Nr. 2, S. 1023–1027

Jaeger u. a. 1995
Jaeger, Gregg ; Shimony, Abner ; Vaidman, Lev: Two interferometric complementarities. In:
Phys. Rev. A 51 (1995), Nr. 1, S. 54–67

Jakob u. Bergou 2003
Jakob,Matthias ; Bergou, JanosA.:Quantitative complementarity relations in bipartite systems.
arXiv:quant-ph/0302075v1 (2003)

James u. a. 2001
James, Daniel F. V. ; Kwiat, Paul G. ; Munro, William J. ; White, Andrew G.: Measurement of
qubits. In: Phys. Rev. A 64 (2001), Nr. 5, S. 052312

Kaszlikowski u. a. 2003
Kaszlikowski, Dagomir ; Kwek, Leong C. ; Żukowski, Marek ; Englert, Berthold-Georg:
Information-�eoretic Approach to Single-Particle and Two-Particle Interference in Multipath
Interferometers. In: Phys. Rev. Lett. 91 (2003), Nr. 3, S. 037901

Kraus 1983
Kraus, K.: Lecture Notes in Physics. Bd. 190: States, E�ects, andOperations: Fundamental Notions



68 Literaturverzeichnis

of Quantum�eory. Berlin : Springer, 1983

Loss u. Sukhorukov 2000
Loss, Daniel ; Sukhorukov, Eugene V.: Probing Entanglement and Nonlocality of Electrons in
a Double-Dot via Transport and Noise. In: Phys. Rev. Lett. 84 (2000), Nr. 5, S. 1035–1038

Miniatura u. a. 2007
Miniatura, Christian ; Müller, Cord A. ; Lu, Yin ; Wang, Guangquan ; Englert, Berthold-
Georg: Path distinguishability in double scattering of light by atoms. In: Phys. Rev. A 76 (2007),
Nr. 2, S. 022101

Mintert 2007
Mintert, Florian: Concurrence via entanglement witnesses. In: Phys. Rev. A 75 (2007), Nr. 5, S.
052302

Müller u. Miniatura 2002
Müller, C. A. ; Miniatura, C.: Multiple scattering of light by atoms with internal degeneracy.
In: J. Phys. A: Math. Gen. 35 (2002), S. 10163

Nielsen u. Chuang 2000
Nielsen, Michael ; Chuang, Isaak: Quantum Information and Quantum Computation. Cam-
bridge University Press, 2000

Oi u. Aberg 2006
Oi, Daniel K. L. ; Aberg, Johan: Fidelity and Coherence Measures from Interference. In: Phys.
Rev. Lett. 97 (2006), Nr. 22, S. 220404

Peshkin u. Tonomura 1989
Peshkin, M. ; Tonomura, A.: Lecture Notes in Physics. Bd. 340:�e Aharonov-Bohm E�ect.
Berlin : Springer, 1989

Pierre u. Birge 2002
Pierre, F. ; Birge, Norman O.: Dephasing by Extremely Dilute Magnetic Impurities Revealed
by Aharonov-Bohm Oscillations. In: Phys. Rev. Lett. 89 (2002), Nr. 20, S. 206804

Preskill 1998
Preskill, John: Lecture notes for physics 229: Quantum information and computation. http://www.theory.
alte
h.edu/people/preskill/ph229/. Version: 1998

Rauch u. Summhammer 1984
Rauch, H. ; Summhammer, J.: Static versus time-dependent absorption in neutron interfero-
metry. In: Phys. Lett. A 104 (1984), Nr. 1, S. 44–46

Reed 1993
Reed, Mark A.: Quantum Dots. In: Scienti�c American 268 (1993), Nr. 1, S. 118–123

Rungta u. a. 2001
Rungta, Pranaw ; Bužek, V. ; Caves, CarltonM. ; Hillery, M. ; Milburn, G. J.: Universal state
inversion and concurrence in arbitrary dimensions. In: Phys. Rev. A 64 (2001), Nr. 4, S. 042315

Schrödinger 1935a
Schrödinger, Erwin: Die gegenwärtige Situation in der Quantenmechanik. In: Naturwissen-
scha�en 23 (1935), Nr. 49, S. 823–828

Schrödinger 1935b
Schrödinger, Erwin: Die gegenwärtige Situation in der Quantenmechanik. In: Naturwissen-
scha�en 23 (1935), Nr. 48, S. 807–812

Schwindt u. a. 1999
Schwindt, Peter D. D. ; Kwiat, Paul G. ; Englert, Berthold-Georg: Quantitative wave-particle
duality and nonerasing quantum erasure. In: Phys. Rev. A 60 (1999), Nr. 6, S. 4285–4290
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