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ZUSAMMENFASSUNG. In dieser Arbeit wird ein Vorschlag zur Implementierung von Ver-
schriankungszeugen mittels Ein-Teilchen-Interferenz vorgestellt. Nach Behandlung des all-
gemeinen Konzeptes werden mogliche Realisationen einerseits mit Elektronen in mesosko-
pischen Aharonov-Bohm-Ringen als auch mit Photonen und Atomen in der Youngschen
Doppelspalt- sowie einer Doppelstreuanordnung diskutiert.



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 1.  Einleitung

Kapitel 2. Quanteninterferometer
1. Auflere Freiheitsgrade und Welcher-Weg-Detektion
2. Sortierung von Messergebnissen
3. Quantendynamik des Interferometers

Kapitel 3. Interferenzmuster als Verschrankungszeuge
1. Verschrankungszeugen
2. Ansatz zur Realisation eines interferometrischen Verschrankungsdetektors
Schlussfolgerungen

Kapitel 4. Die Streuung an Festkorperstorstellen
1. Aharonov-Bohm-Ringe und der magnetische Aharonov-Bohm-Effekt
2. Magnetische Einschliisse und Spin-Umklapp-Wechselwirkung
3. Realisierung des Singulettzeugen
4. Realisierung weiterer Zeugen
Schlussbemerkungen

Kapitel 5.  Die Streuung an Atomen
1. Die Wechselwirkung zwischen Photon und Atom
2. Einfachstreuung
3. Doppelstreuung
Resiimee

Kapitel 6. Zusammenfassung und Ausblick

Anhang A.  Separabilitit und Verschrinkungsmafle
1. Verschrankte Quantenzustinde
2. Quantifizierung von Verschrankung
3. Eine Erginzung zu maximal verschriankten Zustinden

Literaturverzeichnis

iii

—

o O\ W

10

15
17
18
23

25
26
27
28
31
36

39
40
42
50
56

59

61
61
62

64

65






KAPITEL 1

Einleitung

Der duflere photoelektrische Effekt — oder das Freisetzen von Elektronen aus einer Me-
talloberflache durch Licht — wurde von Einstein (1905, §8) erklart, indem er die Maxwellsche
Wellentheorie des Lichtes zumindest fiir dieses Phanomen ablehnte. Er stellte die These auf,
die Energie des Lichtes sei diskontinuierlich im Raum verteilt und Lichtpartikel wiirden auf
der Oberfliche des Korpers ein- und darin befindliche Elektronen herausschlagen, sofern
denn durch die Partikel geniigend Energie zur Verrichtung der Austrittsarbeit eingebracht
werde. Die Energie der Lichtpartikel sei bekannt aus der Planckschen Theorie der Schwarz-
korperstrahlung. Den Partikeln wurde spéter der Name ,,Photonen” gegeben.

Heute ist bekannt: Photonen sind masselos sowie transversal, bewegen sich mit Lichtge-
schwindigkeit, haben einen Spin, tragen aber keine Ladung und wechselwirken nicht mit-
einander. Als elementare Anregungen des quantisierten elektromagnetischen Feldes kon-
nen sie auch erzeugt und vernichtet werden. Beispiele sind die Streuung des Photons an
einem freien Elektron oder die von Licht an Atomen.

Parallel ist Licht fahig zur Beugung, Reflexion, Brechung sowie Dispersion, es kann ge-
streut werden und besitzt eine Polarisation. Die Beugung von Rontgenstrahlung an geord-
neten Strukturen wie Kristallen dient beispielsweise seit den Arbeiten von Max von Laue,
William Henry Bragg und William Lawrence Bragg der Strukturanalyse.

Als Nachweis der Welleneigenschaften gilt das Auftreten von Interferenz. Denn diese
wiederum beschreibt nach dem Superpositionsprinzip die Uberlagerung von Wellen belie-
biger Art, die sich ausléschen oder gegenseitig verstirken konnen. In diesem Zusammen-
hang wird gerne der Welle-Teilchen-Dualismus genannt, lange Zeit schon ein Synonym fiir
das ,,gleichzeitige® Vorliegen von Wellen- und Teilcheneigenschaften des Lichtes.

Bereits Schiiler lernen das Doppelspaltexperiment kennen, welches die Dualitét ebenso
wie die Quantenphysik selbst veranschaulicht: Es demonstriert, dass Licht mit sich selbst
interferiert, wenn es ein Paar von Spalten durchlauft. Es zeigt, dass selbst einzelne Photonen
- eines nach dem anderen eintreffend - interferieren. Und es steht in dem Ruf, selbst den
hartgesottensten Skeptiker von der Wahrheit der Quantenmechanik zu tiberzeugen:

Quantenobjekte existieren und zeigen ein Verhalten, das sich einer klassischen Inter-
pretation widersetzt.

Ein spannendes Kapitel wird geéftnet, wenn in einem Gedankenexperiment der Ver-
such unternommen wird, den genauen Pfad des Photons von der Quelle bis zum Schirm
zu verfolgen. Dies konnte mit folgender Abwandlung der historischen Anordnung gelin-
gen: Die Schlitze des Interferometers werden ersetzt durch je ein Atom, an dem das Photon
streuen konnte. Die Freiheitsgrade der Atome bilden ein Gedéchtnis, in welchem durch die
Wechselwirkung der Weg des Photons markiert wird. Je besser dies gelingt, desto schwi-
cher ist das Interferenzbild ausgeprégt. Speichern sie die vollstandige Weginformation, ist
es zerstort. Dies ist unabhingig davon, ob der Zustand der Atome abgefragt wird oder nicht.

Eine Interpretation der Quantendualitit anhand des Zwei-Wege-Interferometers lau-
tet wie folgt: Die Sichtbarkeit der Interferenzfigur zeigt den Wellencharakter des Photons.
Hingegen korrespondiert das vorhandene Wissen iiber den durch das Interferometer ge-
nommenen Pfad mit der Teilcheneigenschaft.

Es ergeben sich nun aufeinanderfolgend drei wesentliche Fragen:
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Ist durch Ein-Teilchen-Interferenz etwas iiber die Atome herauszufinden? Es Giberrascht
nicht, dass neben der Wechselwirkung auch der anfingliche Quantenzustand der Atome
Auswirkungen auf die Effizienz ihres Gedéchtnisses hat. Wenn die Atome dazu in der Lage
sind, etwas {iber das Photon herauszufinden, ist umgekehrt die Frage berechtigt, ob nicht
auch das Photon etwas iiber die Atome lernt.

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die grundsitzliche Frage, wieviel und welche Infor-
mation tiber die verschiedenen Elemente eines zusammengesetzten Quantensystems — in
diesem Beispiel der Atome - durch Streuung eines einzelnen Teilchens in Erfahrung ge-
bracht werden kann. Ist es etwa moglich, aus der Interferenzfigur abzuleiten, ob Korrelatio-
nen zwischen den Atomen vorliegen?

In dieser umgedrehten Sichtweise stellt sich nun die Situation wie folgt dar: Das Pho-
ton ist ein Agent. Es nutzt die Quantenphysik, um in eine kohérente Superposition zweier
Zustande zu gelangen, wobei jeder durch Wechselwirkung mit einem der zwei Atome fest-
gelegt wird. Durch eine Polarisationsmessung kann das Photon zu seinem Zustand befragt
werden. Das Ergebnis dieser Befragung teilt es dem Experimentator tiber den Kontrast des
Interferenzbildes mit, welcher durch die Kohdrenz der Superposition bestimmt ist. Die Idee
ist, dass in diese Information Korrelationen der beiden besuchten Teilchen eingehen.

Prinzipiell ist dieses Vorgehen nichts Neues. Sowohl die Streuung als auch die Inter-
ferenz konnten sich in der Vergangenheit oft als niitzlicher Informationslieferant erweisen.
Neben der schon erwédhnten Rontgenbeugung ist auch die Neutronenstreuung eine bewéhr-
te physikalische Methode zur Untersuchung kondensierter Materie.

Der Schwerpunkt ist hier jedoch ein anderer, denn die Betonung liegt auf der Inter-
ferenz und der Bestimmung feiner Unterschiede in den Korrelationen. Es ist ndmlich bei
weitem nicht abzusehen, ob mittels Ein-Teilchen-Interferenz klassische von quantenmecha-
nischen Korrelationen unterschieden werden kénnen.

Korrelationen, die klassisch nicht zuldssig sind? Auf der Suche nach der Antwort auf die
Frage, was das quantenmechanische Phanomen Verschriankung ausmacht, was Verschrén-
kung eigentlich ist, finden sich in der Literatur viele mehr oder minder Auskunft gebende
Meinungen. Schrédinger (1935a) schreibt: ,,Maximale Kenntnis von einem Gesamtsystem
schlie8t nicht notwendig maximale Kenntnis aller seiner Teile ein, auch dann nicht, wenn
dieselben vollig voneinander abgetrennt sind und einander zur Zeit gar nicht beeinflussen.*
Und weiter: ,Das Ganze ist in einem bestimmten Zustand, die Teile fiir sich genommen
nicht.“ In diesem Sinne werden auch heute solche nichtlokalen mit nichtklassischen, d.h.
quantenmechanischen Korrelationen identifiziert. Wird Nichtlokalitit also als eine ,Vor-
aussetzung” fiir Verschrankung angesehen? Sicherlich nicht, Verschrinkung taucht in der
Formulierung der Quantenmechanik in natiirlicher Weise auf und manifestiert sich in der
Messung physikalischer Observablen: Korrelationen zwischen den in lokalen Messungen
gewonnenen Erwartungswerten konnen nicht mehr mit klassischen Wahrscheinlichkeiten
beschrieben werden.

Einstein, Podolsky, u. Rosen (1935) hatten eine eigene, vergleichsweise erniichternde Er-
klarung fiir dieses Paradoxon, welches unserer aus dem makroskopischen Alltag erwachse-
nen klassischen Realititsauffassung widerspricht. Sie waren der Ansicht, dass die Quanten-
mechanik zwischen lokaler und nichtlokaler Quantenkorrelation unterscheiden solle und
dartiber hinaus eine verschrankte Wellenfunktion die physikalische Realitét nicht vollstan-
dig beschriebe, mehr noch, die Quantenmechanik unvollstindig sei und legten die Existenz
lokaler verborgener Variablen nahe, die einer deterministischen Interpretationen der Quan-
tenmechanik dienen sollten.

Es handelte sich dabei jedoch um eine Fehlinterpretation: Bell (1964) zeigte neun Jah-
re nach Einsteins Tod, dass in einer um solche Variablen erginzten allgemeinen Theorie
die Erwartungswerte quantenmechanischer Observablen stets bestimmten Ungleichungen
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- den sogenannten Bellschen Ungleichungen - gentigen, die jedoch sowohl in der Formu-
lierung der Quantenmechanik als auch im Experiment (Aspect u. a. 1982) deutlich verletzt
werden.

Kann Verschrinkung mittels Ein-Teilchen-Interferenz detektiert werden? Obwohl Ver-
schriankung Voraussetzung und Baustein vieler Anwendungen der zur Zeit eine rasante Ent-
wicklung erlebenden Quanteninformationsverarbeitung ist und dort beobachtbare, niitzli-
che Konsequenzen hat, gibt es keine einfache Méglichkeit, sie zu quantifizieren. Die Ursache
ist das Fehlen einer universellen quantenmechanischen Observable, deren Erwartungswert
dies leisten konnte. Ist jedoch aufgrund der experimentellen Situation einschétzbar, wel-
che verschriankten Quantenzustinde nach einer Préparation vorliegen, eignen sich klar de-
finierte, unter dem Namen ,Verschrinkungszeuge“ bekannte Observablen zum Nachweis
der Einstein-Podolsky-Rosen-Korrelationen.

Tatsdchlich wird im Verlauf dieser Arbeit gezeigt, dass der Interferenzkontrast eines
Zwei-Wege-Interferometers mit dem Erwartungswert von Verschrankungszeugen iiberein-
stimmen kann.

Zu Beginn soll dazu das Quanteninterferometer in einer auf den Arbeiten von Jaeger
u.a. (1995) und Englert (1996) fufSenden, abstrakten Weise formalisiert werden. Dies bein-
haltet eine tiefe Auseinandersetzung mit der Theorie des Messens quantenmechanischer
Observablen. Des Weiteren wird ein Zugang zur Beschreibung der Dynamik eines bindren
Interferometers présentiert.

Erst Kapitel 3 greift Motivation und Fragestellung der Arbeit wieder auf. Sowohl Me-
thode als auch Konzept werden darin unter experimentellen Gesichtspunkten verfeinert,
um aus den Daten eines beliebigen Ein-Teilchen-Interferenzmusters den Erwartungswert
einer effektiven Observablen abzuleiten. Diese operiert ausschlieflich auf dem fraglichen
Quantenzustand der beiden Zielteilchen und héngt von verschiedenen experimentellen Pa-
rametern ab.

In einem zweiten Teil wird anhand zweier Beispielszenarien gepriift, ob die effekti-
ve Observable prinzipiell in der Lage ist, Quantenkorrelationen zu detektieren. Dies mar-
kiert einen Punkt, ab dem an experimentelle Implementierung gedacht werden kann. Das
Kapitel 4 beschaftigt sich zunachst mit einem mesoskopischen Szenario. Dabei steht die
Wechselwirkung eines Elektrons mit zwei magnetischen Storstellen in einem Aharonov-
Bohm-Interferometer im Mittelpunkt. Schliellich befasst sich Kapitel 5 mit der Situation
der Photon-Interferenz bei Streuung an zwei identischen, verschriankten Atomen.

Die Diskussion einiger offener Fragen und moglicher Verallgemeinerungen bilden die
Schlussworte der Forschungsarbeit, wiahrend der anschlieflend ausfiihrlich in die Grund-
lagen der Verschrankungstheorie einfithrende Anhang A und das Literaturverzeichnis das
Werk beenden.






KAPITEL 2

Quanteninterferometer

Beim Youngschen Doppelspaltexperiment fallt monochromatisches, kohérentes Licht
auf zwei Schlitze A und B in einer Blende. Die durch Beugung und Interferenz gebildeten
Muster illustrierten erstmalig 1802 auf Thomas Youngs Schirm den Welle-Teilchen-Dualis-
mus. Seitdem wurde das Experiment mit Elektronen (Tonomura u.a. 1989), Neutronen
(Rauch u. Summhammer 1984; Summhammer u. a. 1987), Atomen oder sogar Fullerenen
(Brezger u. a. 2002) wiederholt. Um nicht permanent von Teilchen und Wellen sprechen zu
miissen, soll im weiteren Verlauf stattdessen einheitlich der Begriff Quanton verwendet wer-
den. Verzichtet man auf die Berticksichtigung sdmtlicher Feinheiten der Interferenzfigur,
gilt fiir alle symmetrischen 2-Wege-Interferometer dieselbe mathematische Beschreibung:
Das Interferenzmuster auf dem Schirm lasst sich auf den Quanton-Zustandsvektor

21 [¥)o= % (|A)q +[B)q)

bzw. den Dichteoperator

(2 pa=llaal¥l = 5 (A)aafdl + [Baa(B) + 5 (A)aalBl + IBlaalA)

zuriickfiihren, unabhéngig davon, ob es sich nun um ein Doppelspalt- oder etwa ein Mach-
Zehnder-Interferometer handelt: Im vorliegenden rein kinematischen Zugang sind alle Rea-
lisierungen binérer Alternativen dquivalent (Englert 1999). Die zugehdrigen Vektoren |A)q
und |B)q sind orthonormal und verkérpern die Amplituden der beiden sich gegenseitig aus-
schlieBenden Wege, die fiir (2.1) a priori gleich wahrscheinlich, d.h. ununterscheidbar sind,
Abb. 2.1a. In (2.2) geben die beiden ersten diagonalen Terme die jeweiligen Einzelspaltbei-
trage an, wihrend das Interferenzmuster durch die Kohirenzen, also die gemischten Terme,
induziert wird.

Die Detektionsintensitit respektive das Interferenzmuster ist gegeben durch die Wahr-
scheinlichkeit p(¢) = |q{$|v)q|* die Superposition

L
V2

vorzufinden. ¢ ist die Phasendifferenz zwischen den beiden Wegalternativen. Es handelt
sich um einen extern kontrollierbaren Parameter, im Doppelspaltexperiment ist ¢ der geo-
metrieinduzierte Unterschied zwischen den optischen Weglangen. Ist das Interferometer in
einer symmetrischen Superposition gleich wahrscheinlicher Pfade prapariert (2.1), ergibt
sich die Detektionswahrscheinlichkeit zu

(23 [¢)a (14)q +€[B)q)

(2.4) p(¢) = % (1+cos¢)

und zeichnet das Interferenzbild in Abhéngigkeit von ¢ nach, Abb. 2.1b. Dessen Sichtbarkeit
V ist maximal, es gilt

V _ pmax - Pmin =1
pmax + pmin

(2.5)
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(a) (b)

ABBILDUNG 2.1. Veranschaulichung am Beispiel des Mach-Zehnder-
Interferometers. (a) Die Interferometer dieses Typs bestehen aus einem
Strahlteiler gefolgt von zwei Spiegeln, die exakt so angeordnet sind, dass
die reflektierten Strahlen an derjenigen Stelle zusammengefithrt werden,
an der ein weiterer Strahlteiler aufgestellt ist. So sind die Zustinde auf
den beiden Interferometerausgangen orthogonal und damit absolut un-
terscheidbar. Die Wirkung der Strahlteiler wird mathematisch durch je-
weils ein sogenanntes (Walsh-)Hadamard-Gate beschrieben (Nielsen u.
Chuang 2000). Ein Quantengate ist ein quantenmechanischer Schaltkreis,
der fiir gewohnlich auf einigen wenigen Qubits operiert. Das Hadamard-
gate ist somit eine Matrix. Die Matrix wiederum ist unitir und eine Rea-
lisierung der Hadamardtransformation, einer speziellen Klasse verallge-
meinerter Fouriertransformationen, die jeden beliebigen Zustand in der
Standardbasis in eine kohirente, gleichgewichtete Superposition von Zu-
stinden tiberfiihrt. So erklart sich der Zusammenhang zu den Strahltei-
lern im Interferometer. Die Mach-Zehnder-Anordnung ist hochst sensi-
tiv gegeniiber relativen Phasenverschiebungen ¢ zwischen den beiden In-
terferometerarmen. Dabei kann die dargestellte Verschiebung [] phino-
menologisch einen (optischen) Wegldngenunterschied beschreiben, der
auf die experimentelle Realisation des Interferometers zuriickgeht, oder
verkorpert denjenigen externen Kontrollparameter ¢, der in der abstrak-
ten Formulierung durch die Projektion auf den Zustand |§)q Einzug er-
hilt. (b) Es wurde davon ausgegangen, dass das Quanton nach dem ersten
Strahlteiler in der symmetrischen Superposition |y) ist, siehe die Defini-
tion (2.1). Durch die simple Rekombination der Alternativen ist der In-
terferenzkontrast maximal, V = 1, und die Detektionswahrscheinlichkeit,
die durch die Funktion p(¢) beschrieben wird, um den Ursprung zen-
triert.

1. Auflere Freiheitsgrade und Welcher-Weg-Detektion

Betrachten wir nun den Fall, in dem das Quanton-Qubit Q mit Freiheitsgraden der
Umgebung interagiert und infolgedessen mit diesen verschrankt wird. Obwohl die quanti-
tativen Aspekte des Welle-Teilchen-Dualismus in einigen Verdffentlichung theoretisch un-
tersucht worden sind, existieren nur vergleichsweise wenige experimentelle Belege fiir die
Relevanz von Verschriankung bei der Quanteninterferenz. Beispielsweise stellten Diirr u. a.
(1998) Nachforschungen an, warum die Interferenz in einem atomaren Interferometer ver-
geht, wenn etwas tiber die realisierte Pfadalternative ausgesagt werden kann. Ein ganz dhn-
liches Experiment fithrten Schwindt u. a. (1999) durch, wo in einem Ein-Photonen-Inter-
ferometer die Polarisation verwendet wurde, um die Pfade zu markieren. Die in diesem
Abschnitt vorgenommene Verallgemeinerung der bisherigen Situation, namlich durch Ein-
beziehung externer, d.h. nicht ausschliefllicher Pfad-Freiheitsgrade, trigt wesentlich zum
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Verstindnis der beobachteten quantenmechanischen Effekte bei. Dazu wollen wir im Zu-
sammenhang mit der interferometrischen Wechselwirkung jedwede ungewollte und unbe-
herrschbare Stérung ausklammern und folglich nur eine geringe Zahl duflerer Freiheitsgra-
de zulassen. Dies schliefit bereits die Kopplung an ein Warmebad und Schrédinger-Katzen
(Schrodinger 1935b) aus. Kontrolliert der Experimentator die Wechselwirkung und besitzt
er ausreichendes Wissen iiber die Umgebung, wird ihm das Sammeln von Pfadinformatio-
nen moglich. Die Umgebung fungiert dann als Pfaddetektor, in der der Pfad des Quantons
aufgrund von EPR-Korrelationen (Einstein u. a. 1935) markiert wird'. In Anlehnung daran
soll dem Beispiel von Englert (1999) gefolgt und die dufleren Freiheitsgrade Marker-System
M genannt werden.

Um die statistischen Eigenschaften von Messungen am System QM (bestehend sowohl
aus Quanton als auch Marker) nach der Wechselwirkung korrekt vorherzusagen, lasst sich
der hier beziiglich der Standardbasis {|A),|B)} des Quantons in Matrixform angegebene
universelle Dichteoperator

(26) I:( Wpf/[ \/W(I_W)Xlt/[)
‘ P\ wiag  (-w)ph

einsetzen, wobei der spdter erklarte statistische Parameter w im Intervall [0;1] liegen und
P — xhoow wie auch p8 — x\ xl; positiv semidefinit sein miissen. Letzteres garantiert, dass
alle von p’ abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten nichtnegativ sind. pg; und p&; sind Zustinde
des Markers, ym beinhaltet dessen Kreuzterme. Die detailierte zeitliche Entwicklung und
die konkrete Form der Wechselwirkung spielen hier keine Rolle. Erst spater im Abschnitt 3
soll die Dynamik des Quanteninterferometers naher untersucht werden.

Sei nun das Markersubsystem experimentell unzuganglich. Spurt man die Umgebung
heraus® und betrachtet die reduzierte Dichtematrix des Quantons

(2.7) péztrMp’:(\/W(lwi_we \/We*)’

so beschreibt € = |ele!* = tr ym die Kohirenz zwischen den Wegalternativen und « die
Differenz ihrer Phasen, wobei wiederum die Kohirenz die Fahigkeit zur Interferenz angibt:
Tatsachlich wird fiir ein Quanton im Zustand p¢, das Interferenzmuster durch die Detek-
tionsintensitédt

8 ()= alélbl)a = 31+ 2/ w) Re(e"e)) = 2(1+V cos($ - )

und die Sichtbarkeit V = 2\/w(1 — w) |¢| zutreffend beschrieben. Das Interferenzbild wird
dabei um « verschoben. Weiterhin ist das Gewicht w = w4 die Wahrscheinlichkeit, Weg A
zu messen, wahrend B mit Wahrscheinlichkeit wg = 1 — w auftritt.

In einem symmetrischen Interferometer (2.1) ist eine Vorhersage tiber eine Messung
des Quantonpfades nur in der Halfte der Fille korrekt®. Bei der verallgemeinerten Form
der GL. (2.7) stimmt die Prognose nun in Abhangigkeit von w mit mehr oder weniger hoher
Sicherheit. Man definiert (Englert 1996) die Vorhersagbarkeit P der Pfade zu

(2.9) P =|wa—wg|=[2w-1].

Die Zustinde |A)q und |B)q konnen nur dann interferieren, wenn wir weder wis-
sen, noch prinzipiell herausfinden kénnen, ob der Quantonzustand |A)q oder |B)q vor-
liegt, oder anders gesagt, welchen Weg das Quanton nimmt, d.h. P < 1. Verschrinkung

'Zu den EPR-Korrelationen bzw. quantenmechanischer Verschrankung enthalt auch der Anhang A reichlich
Informationen.

*Zustandsreduktion ist kein physikalischer Prozess, sondern ein gedanklicher, der die Anderung des Wissens
um das System widerspiegelt. Siehe dazu die Diskussion von Englert (1999).

*Nach vielen Wiederholungen des Interferenzexperiments, d.h. Bilden von Ensembles.
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zwischen Marker und Quanton zerstort die Interferenz, indem sie das Quanton dekohi-
rieren ldsst: Eine geeignete Messung des Markers erlaubt, zusétzliches Wissen zu erlan-
gen und macht die Wege unterscheidbarer. Andere Messungen vermdgen jedoch eventu-
ell, Interferenz wiederherzustellen. Betrachten wir als instruktives Beispiel den Zustand
lv') = %(|A)Q ® |A)m + |B)q ® |B)ym) mit den perfekt unterscheidbaren (orthonorma-
len) Markerzustinden |A)y und |B)y. [¢') beschreibt maximale Verschrinkung von Mar-
ker und Quanton, denn die Markerzustinde sind jeweils mit den Amplituden |A)q und |B)q
der Wegalternativen maximal korreliert. Wird der Zustand des Markers durch eine Mes-
sung auf |A)y reduziert, so wird dem Pfad A Realitdt zugewiesen, wird der Marker jedoch
in |B)u vorgefunden, so wird Weg B pripariert. Anders gesagt, zu wissen, dass der Marker
im Zustand |A)y oder | B)y ist, ist gleichbedeutend damit, zu wissen, dass das Quanton den
Zustand |A)q respektive |B)q einnimmt. Die Verschrinkung der Systeme in |y') erzeugt ei-
ne Situation, in der die Kohérenz von |A)q und |B)q verschwunden ist, da durch Messung
des Markers zuverldssig herausgefunden werden kann, in welchem Zustand das Quanton
ist. Es ist pi = 1/2 und der Interferenzkontrast V betrigt Null.

Auf den ersten Blick mag dieses Ergebnis verwundern, denn |¢') ist ein reiner Zustand
mit einer festen Phasenbeziehung zwischen dem |A)q und dem |B)q enthaltenden Term.
In der Interferometrie klassischer Wellen garantiert eine fest bestimmte Phasenbeziehung
eine klar sichtbare Interferenzfigur. Warum sollte das hier anders sein? Natiirlich missachtet
man mit diesem Argument die Verschrinkung im System. Die Phasenbeziehung besteht in
|’} zwischen Zustinden eines zweiteiligen Quantensytems. Bei alleiniger Beobachtung des
Quantons pg, - dies kommt einem Herausspuren M’s gleich - geht die Phasenbeziehung
verloren.

Stellen wir uns nun vor, es wiirde nicht auf die orthogonalen Zustinde |A)y oder |B),
sondern stattdessen auf eine kohdrente Superposition der beiden, beispielsweise mittels des
Projektors Py = 2(|A)m + [B)m) (m(A| + m(B]), projiziert. Dann kann der Experimentator
fiir in dieser Superposition durch die Messung préparierte Subensembles die vollstindige
Kohirenz des Quantons wiederherstellen, es ist

(210)  pG =2trp [Puly/)(¥/[] = 2(JA)qq{Al + [A)qq(B| + |B)aq (Bl + |B)aalAl) = pa.

Die Weginformation des Markers wurde geldscht und die Interferenzfigur fiir dieses Sub-
ensemble ist maximal sichtbar. Man nennt diese Konstellation einen Quantenradierer (Diirr
u. Rempe 2000; Schwindt u. a. 1999).

2. Sortierung von Messergebnissen

Diskutieren wir den Fall, in dem der Experimentator eine von-Neumann-konforme
Messung (z.B. Preskill 1998, Kap. 3.1.1) einer Observable Owm auf dem Markersubsystem
durchfiihrt. Dies stellt eine Verallgemeinerung der soeben im Rahmen der Quantenradie-
rung diskutierten projektiven Messung dar, denn wir betrachten jetzt statt einer einzelnen
projektiven Observable Py mit Eigenwerten 0 und 1 eine beliebige Observable Oy mit vie-
len verschiedenen Eigenwerten k aus dem Spektrum o (Oy;). Zu jedem Eigenwert gehort
dann ein eigener Unterraum. Je nach Ergebnis der Messung, d.h. je nach gefundenem Ei-
genwert, kann Verschrankung zwischen Quanton und Marker dazu beitragen, dass diesen
Unterrdumen bzw. dem durch die Messung préparierten Zustand des Markers ein assozi-
ierter Zustand des Quantons zugeordnet werden kann. Dies ist im Wesentlichen wie zuvor
im Rahmen der Quantenradierung diskutiert zu verstehen.

Wie konnen wir nun diese Sortierung vornehmen? Betrachten wir dazu

(2.11) Owm = Z kf’lf/[k).
kea(On)
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ABBILDUNG 2.2. Abhéngig vom Ergebnis der Messung der Markerobser-
vable OM wird eine Sortierung in die mit den Eigenwerten k = 1,2,3
etikettierten und hier als Ordner dargestellten Subensembles durchge-
fihrt. Die Wahrscheinlichkeit, dass p” dem k-ten Subensemble zugeord-
net wird, betragt p(¥) = (131541() ),/,- Jedem Subensemble kénnen eigene in-
terferometrische Kenngroflen zugeordnet werden, beispielsweise Sicht-
barkeit V(¥), Vorhersagbarkeit 7() und Verschiebung a(¥). Im Allge-
meinen unterscheiden sie sich von den unsortierten Gréflen.

Es handelt sich dabei um die spektrale Zerlegung der Markerobservablen. Die Eigenwerte
k konnen sowohl entartet als auch eindeutig (nichtentartet) sein. Die Projektoren PA’IE,[k) se-
lektieren die zu den Eigenwerten gehérenden Unterrdume: Sie sind paarweise orthonormal,
P&k)ﬁ’ﬂ ) - 6k1131$,[k), vollstindig, >, f’b(/[k) = 1, und ihre Spur tr f’b(,[k) gibt die algebraische
(und geometrische) Vielfachheit des jeweiligen assoziierten Eigenwertes an*.

Im Experiment wird bei der Messung von Oy der Eigenwert k mit der Wahrschein-
lichkeit

A(k A(k A(k
(212)  p® = (B = w (B, + (1= w) (B0

“Man kénnte statt der speziell mit einer von-Neumann-Messung verkniipften Projektoren auch eine voll-
stindige Menge nicht orthogonaler, positiver Operatoren diskutieren: die so genannten positive operator valued
measures, kurz POVMs. Die Anzahl der Elemente in einem POVM ist im Allgemeinen also grofier als die Dimen-
sion des Hilbertraums, auf dem sie operieren.
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erhalten. Der auf den Fund von k konditionierte Zustand des Quantons, der die statistischen
Eigenschaften des Subsystems Q nach erfolgter Messung beschreibt, lautet

1 L0,

(2.132) pék) = W trv [PIE,Ik)p ]
. ~ (k
. o w () w(l=w) te[ B 1]
> ™ 5(k) 5(k)
Vw(l-w) tr[PM XM] (1-w)(Py >pf5I

o () SO (1= W) (B
2.13C =

NIRRT O 1= w®

Der Experimentator kann nun Quanton-Qubits p(k) nach k sortieren oder, anschaulich ge-
sprochen, in mit k beschriftete Ordner ablegen, wobei jedem Subensemble ein eigenes In-
terferenzmuster mit Sichtbarkeit V) und Vorhersagbarkeit 7(¥) innewohnt und verschie-
dene Wahlen der Observablen OM verschiedene Sortierungen implizieren, Abb. 2.2.

3. Quantendynamik des Interferometers

Im Folgenden soll iiber die sich schnell fiir konkrete Probleme als unzureichend heraus-
stellende rein kinematische Beschreibung des Abschnitts 1 hinausgegangen werden. Nach
einem der Grundpostulate der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird die Dynamik
eines abgeschlossenen Quantensystems durch die Schrédingergleichung bzw. durch die Ab-
bildung p — Up UT bestimmt, wobei U der iibliche, auf dem Hamiltonoperator beruhende
Zeitentwicklungsoperator ist. Somit sind Zustédnde zu verschiedenen Zeiten unitir dquiva-
lent und reine Zustédnde bleiben rein. Es ist klar, dass wir diese Aussagen revidieren miissen,
wenn wir selektive, projektive Messungen, Dekohirenz, also die Entwicklung eines reinen
in einen gemischten Zustand, oder allgemein die Evolution eines Teilsystems unter globa-
ler unitidrer Dynamik behandeln wollen. Falls Verschrankung im Spiel ist, verhalt sich ein
reiner Zustand des Gesamtsystems wie ein gemischter Zustand, wenn nur ein Subsystem be-
obachtet wird. Und falls sich das Gesamtsystem unitar in der Zeit entwickelt, wird die Zeit-
entwicklung seiner Teile im Allgemeinen dekohérent sein. Oftmals lasst sich dies zumindest
in guter Naherung mittels einer Differentialgleichung beschreiben, der phanomenologisch
begriindeten Mastergleichung (z.B. Cohen-Tannoudji u. a. 1998, Kap. IV). Begibt man sich
jedoch auf einen axiomatischen Standpunkt und diskutiert die grundsitzliche Frage, welche
Quantenoperationen Dynamik zutreffend beschreiben — handelt es sich nun um gekoppelte
Teilsysteme oder nicht -, so wird man sich allen denkbaren Abbildungen zwischen Quan-
tenzustanden widmen, die in widerspruchsfreier Beziehung zur statistischen Interpretation
der Quantentheorie stehen. Die allgemeinste Quantenoperation, die einen Quantenzustand
in einen anderen transformiert, ist eine probabilistische oder stochastische physikalische
Operation der Form

(214)  prA(p)

mit einem Superoperator A. Superoperatoren sind lineare, spurerhaltende Abbildungen, wo-
bei der Verzicht auf die Linearititsvoraussetzung problematisch wire, da er absurde Resulta-
te hervorbringen und eine konsistente Wahrscheinlichkeitsinterpretation verhindern kann
(siehe Preskill 1998, Kap. 3.2.2). Man fordert weiterhin, dass A vollstindig positiv ist. Diese Ei-
genschaft soll anhand ihrer Motivation kurz erklart werden. Wenn man die Dynamik eines
Quantensystems auf dem Hilbertraum # untersucht, ist naturgemafd nicht auszuschliefen,
dass weitere Systeme KC existieren, die nicht an ersteres koppeln, deshalb unentdeckt bleiben
und sich der Beschreibung entziehen. Nur wenn A ® 1x positiv fiir alle Zustandsraumer-
weiterungen der Form # ® KC ist, das System in H also eine Dynamik erféhrt, ein solches in
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KC aber nicht, entwickelt sich die Dichtematrix des Gesamtsystems zu einer anderen Dich-
tematrix konsistent weiter. A heiflt dann vollstindig positiv.

Superoperatoren liefern uns in Form der Quantum Channels den Formalismus, in dem
wir Dekohirenz diskutieren kénnen. Ein Quantenkanal ist einfach ein Ubertragungskanal,
der Quanteninformation {ibermitteln kann. Nach dem Ausdehnungssatz von Stinespring
(1955) kann jede vollstindig positive und zugleich spurerhaltende Abbildung, d.h. jeder
Superoperator oder Quantenkanal, nach folgendem, auf grundlegenden Operationen ba-
sierenden Rezept dargestellt werden: Zunéchst wird der Zustandsraum des Gesamtsystems
erweitert. Dies geschieht durch tensorielles Hinzufiigen eines fiktiven Helfersystems C, wel-
ches sich in einem geeignet konstruierten Zustand |0),c aus der Orthonormalbasis {|u)x }
befindet. Auf diesem vergrofierten System implementiert nun eine unitére Transformation
U die spurerhaltende Abbildung. Anschlieflende Reduktion des Zustandsraumes auf die ur-
spriingliche Gestalt schlief}t das Verfahren ab. Dieser Vorschrift folgend kann man sich jede
beliebige Quantenoperation als unitire Transformation auf einem grofieren System vorstel-
len. In diesem Sinne ist dieses Theorem das Gegenstiick zu der Erkenntnis, dass ein Be-
obachter, der nur zu einem Teilsystem Zugang hat, Dekohdrenz verzeichnet, obwohl das
Gesamtsystem unitdrer Zeitentwicklung unterliegt. Das zusitzliche System /C, welches mit
dem bestehenden zu koppeln ist, wird tiblicherweise mit Ancilla, also als Aushilfe, bezeich-
net. Das optimale Représentationsverfahren von Stinespring liefert eine untere Schranke fiir
die Dimension der Ancilla, dim K < (dim #)?, und ist eindeutig bis auf unitire Aquivalenz
auf K.

Es soll nun die zeitliche Entwicklung in einem 2-Wege-Interferometer verallgemeinert
formuliert werden (Oi u. Aberg 2006). Jede Pfadalternative beinhaltet einen Prozess, der
Quanton und Marker koppelt. Wir werden diese Prozesse mit zwei lokalen Quantenkani-
len A4 und Ap beschreiben. Diese fiigen sich zu einem Quantenkanal A zusammen, der
das gesamte Interferometer beschreibt. Lokal bedeutet in diesem Zusammenhang, dass jeg-
liche Kopplung zwischen A 4 und Ap und damit sowohl klassische sowie quantenmechani-
sche Korrelationen als auch Transfer von Wahrscheinlichkeiten zwischen den Pfaden aus-
geschlossen ist. In diesem Fall kénnen wir nach Stinespring zur Darstellung beider Kanile
Ancillae ICy, Kp mit Basen {|u)ic, }, {|v)k,} einfithren, die an die Pfade A, B iiber die
unitdren Transformationen Uy, Up gekniipft sind. Die Implementierung der Kanile lautet
dann

(2.153) AA(PM) =trc, [UA (lO)KA’CA<O| ® PM) UZ]

beziehungsweise

(2.15b) AB(PM) = tric, [UB (pM ® |0)’CB’CB<O|) U};] .

|0)xc, und |0)x, spielen die Rolle von Anfangszustinden fiir die Hilfssysteme K4 bzw. Kp.
Ein Corollar des Satzes von Stinespring ist die Zerlegung von Superoperatoren in Summen
von sogenannten Krausoperatoren (Kraus 1983), die von der Urbild- auf die Bildmenge des
Kanals abbilden. Ausgedriickt mit Hilfe der unitdren Operatoren U4 und Ug lauten sie fiir
den Pfad A

(2162) T = trie, [Ua([0)ic, ks (4] ® Tna)] = i, (U J0)c,

und fiir die Wegalternative B

(2a6b) T = trxe, (U (Tt ® [0)ic, x5 (v)] = x5 (v[U5[0)xc,.

Nach Konstruktion erfiillen sie 3, Tg" )TTEI’) =y, TEV)TTEV) = 1 und sind linear unab-
héngig, sofern sie aus der optimalen Stinespringzerlegung hervorgehen. An der Definition
der Krausoperatoren kann man auch die Rolle der Zustinde der beiden Hilfssysteme er-

kennen: Beispielsweise beschreibt ’]I“(L‘” ) die Propagation des Markersystems M unter der
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ABBILDUNG 2.3. Grafische Repriasentation fiir den Quantenkanal A for-
muliert iiber die pfadkonditionierten (-@, -Q-), unitéren, auf py wirken-
den Transformationen Uy p und die getrennten Ancillae in den Zustin-
den |0))CA, |0)}CB.

Bedingung, dass sich der Anfangszustand [0),, des Systems K4 unter der unitidren Trans-
formation Uy nach |u)x, entwickelt. Jedem Zustand |u), entspricht somit eine absolut
von anderen Vorgéngen unterscheidbare Art der Propagation. Dasselbe ldsst sich auch tiber
die Basiszustinde |v), der Ancilla Ky aussagen.

Durch die Krausoperatoren kénnen die Kanile fiir die Pfadalternativen auch dargestellt
werdenals Aap(pm) = X, ’]I‘E"j ; oM ’]I‘E"j ;T. Eine unitire Entwicklung von py liegt in beiden
Fallen genau dann vor, wenn nur ein Term in den Operatorsummen auftaucht. Falls zwei
oder mehr Terme vorhanden sind, werden zu Beginn reine Zustidnde auf M unter der Wir-
kung von Uy g mit den Freiheitsgraden der Hilfssysteme verschriankt. Herausspuren der
Ancillae bewirkt dann, dass diese reinen Zustinde zu gemischten Markerzustinden wer-
den. Man sieht in diesem Zusammenhang auch, dass ein Superoperator nur dann invertiert
werden kann, wenn er unitdr ist.

Die Wirkung des Interferometers auf den unkorrelierten Anfangszustand p = pq ® pum
von Quanton und Marker beschreibt nun der kombinierte Kanal

217)  Alp) =tricic, [U(pq ®0)xc, (0] ® pv ® [0)xc, 1, (0]) UT]

mit der pfadkonditionierten unitiren Abbildung U = |A)qq(A| ® Ua ® 1k, + |B)qq(B| ®
1, ® Ug, Abb. 2.3. Man erhalt

1) o' = A(p) = 5 (14)aal4] ® Aa(pn) + BhaalB © An(p) )+

1
"2 (I4)aa(Bl@ TS pu TEV" + [Baa(Al @ TE pu T{").
Davon ausgehend ermittelt man fiir die reduzierte Dichtematrix des Quantons
1 1 ’]I‘(O)TT(O)
(2.19) PG = —( (0)1r(0) (T Ty Do ’
2 (TA TB )PM 1

d.h. die vollstindige Symmetrie des Interferometers ist unter dem Quantenkanal A erhal-
ten. Es bleibt bei wy = wg = 1/2, offensichtlich wird also durch die lokalen Quantenkanile
A4 p wie gewiinscht keine Wahrscheinlichkeit zwischen den Pfadalternativen transferiert.
MitV = |(T20)T’11’§30) ) pM| berechnet man die Sichtbarkeit des Interferenzmusters und durch

a = arg((’]l‘go)TTéo) ) pM) ist die wechselwirkungsinduzierte Verschiebung der Interferenz-
figur gegeben. Der Interferenzkontrast ) hingt folglich vom Uberlapp der ersten beiden
Krausoperatoren von A4 und Ap beziiglich des Markeranfangszustands py; ab. Um Miss-
verstandnissen vorzubeugen: Da die optimale Stinespringzerlegung bis auf unitire Trans-
formationen eindeutig ist, sind die Krausoperatoren fiir einen gegebenen Quantenkanal
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ABBILDUNG 2.4. Um Wechselwirkung zwischen Quanton und Marker
erginztes Mach-Zehnder-Interferometer. Wahrend die Abb. 2.1 auf Seite
6 die triviale Situation der Rekombination ohne jegliche Wechselwirkung
mit Freiheitsgraden der Umgebung behandelt, liegt hier nun pfadkondi-
tionierte Wechselwirkung vor: (a) Der interne Zustand des Markersub-
systems wird von den Quantenkanélen A 4, beeinflusst, deren genaue Ei-
genschaften im weiteren Text diskutiert werden. (b) Durch die Wechsel-
wirkung wird im Allgemeinen der Interferenzkontrast verringert, V < 1,
und das Muster verschoben, « # 0.

wohl definiert. Aber auch die Physik verbietet jegliche Willkiir in der Zerlegung, die V be-
einflussen konnte. Abb. 2.4 illustriert die Ergebnisse.

Bisher waren die Superoperatoren der Quantenkanile spurerhaltend. Es soll von dieser
Forderung abgeriickt und zugelassen werden, dass die Spur unter A abnimmt, tr A(p) < L.
Das bedeutet, dass ein Teil der Dynamik ausgeblendet und verworfen wird. Die Motivati-
on der Aufgabe dieser Einschrinkung besteht in unserem Wunsch nach der Auswahl und
Studie nur eines ganz bestimmten Subensembles, in welchem ein gewiinschter, mit Wahr-
scheinlichkeit tr A(p) stattfindender Quantenprozess realisiert wird. Es ist sinnvoll, dass die
vernachldssigte Dynamik zumindest jenen Teil der Wechselwirkung umfasst, der den (ab-

soluten) Interferenzkontrast nicht beeinflusst: Alle Krausoperatoren Tg"), 'H‘](;) mit y,v>0

fallen dadurch heraus. Daher kann man die vereinfachte Schreibweise T4 5 = Tffz); einfiih-
ren.

li)aa{jl® Tipm T}
(220)  p'= > : : .
ij=an Ty Ty + TpTg)p,
ist der konditionierte Quantenzustand nach dem Prozess und
1 e(TET, ) oy + € (T Ty) 0

(2.21) p'(¢) = St 2ATIT, + TETg) py

die zugehorige Detektionswahrscheinlichkeit in der Superposition |¢)q. Da im Allgemei-
nen durch die Krausoperatoren T4 und Tp pfadkonditionierte Wechselwirkungen zwischen
Quanton und Marker mit verschiedenen Endzustinden

T, pm T/Z
(TiT,)

Typm T;

(2.22) pf/l = Pf/{ =
(T5Ts)
beschrieben werden, ist das Interferometer jetzt asymmetrisch und wir finden fiir die Weg-
wahrscheinlichkeiten w, und wg
T'T
(2.23) wA:w:%, wp=1-w=
(TAT, + TyTy)pu

(Tg TB )PM
(TLT, + T§Ty)py
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Auch die Sichtbarkeit der Interferenzfigur ist hinsichtlich der Ensemblewahrscheinlichkeit
zu reskalieren,

| ( T;{ TB )PM |
(ThT, + ThTy) o
Hier sehen wir dem Zihler sehr gut an, dass man nur dann ein Interferenzmuster mes-
sen kann, wenn der Uberlapp zwischen den Markerendzustinden der beiden Pfade nicht
verschwindet oder - falls es sich um reine Endzustdnde handelt - diese nicht absolut unter-
scheidbar sind.

(2.24) V=



KAPITEL 3

Interferenzmuster als Verschrinkungszeuge

In diesem Teil beschiftigen wir uns mit der Detektion von Verschriankung in einem
Quantensystem, das aus zwei identischen Teilchen 1 und 2 besteht. In der Einleitung dieser
Arbeit wurde bereits iiber mogliche Losungsmethoden fiir eine solche Aufgabe berichtet.
Mit Verweis auf dieses Kapitel geschah dies jedoch ohne Erorterung experimenteller Aspek-
te.

Nach der Préparation eines verschrinkten Zustands mochte man in der Regel wissen,
inwieweit man erfolgreich darin war. Um Verschrankung wirklich zu quantifizieren, kénn-
te im Prinzip auf einen vollstdndigen Satz von Observablen zuriickgegriffen werden, des-
sen Messung absolutes Wissen iiber den Zustand der beiden Teilchen schafft. Eine solche
Rekonstruktion des statistischen Operators wird auch als Zustandstomographie (Vogel u.
Risken 1989; James u. a. 2001) bezeichnet. In der Praxis ist dies jedoch zumindest aufwandig
bis oftmals nicht durchfiihrbar: Jede Messung erfordert erneute Priparation, genau wie je-
de Minderung von Unwigbarkeiten und statistischen Fehlern weiterer Wiederholungen be-
darf. Nach Erlangen von vollstandiger Kenntnis des statistischen Operators' kann schlie3-
lich ein Verschrinkungsmaf3® zur Charakterisierung herangezogen werden und die Frage
nach erfolgter Verschrainkung wire beantwortet. Die Tomographie des Quantenzustands
ist in der Regel unumginglich, wenn man physikalische Prozesse in einem quanteninfor-
matischen Ablauf verstehen mochte, aber hier geht es um das Aufspiiren von Quantenkor-
relationen, von denen man erwarten wiirde, dass sie direkt beobachtbare Konsequenzen
haben. Verschriankung ist jedoch in strengem, quantenmechanischem Sinn keine Obser-
vable, es gibt ndmlich keinen hermiteschen Operator, dessen Erwartungswert ein giiltiges
monotones Verschrankungsmaf definieren kénnte. Sehr wohl gibt es aber Observablen, mit
deren Hilfe Verschrinkung nachgewiesen werden kann: Verschrinkungszeugen, denen zur
theoretischen Einfithrung das Unterkapitel 1 gewidmet wird. Experimentell lassen sie sich
in optimierter Weise durch Zerlegung in mehrere lokale Messungen realisieren (Giithne u. a.
2002; Bourennane u. a. 2004), jedoch sicherlich in wenige im Vergleich zu voller Tomogra-
phie.

Zeugen werden hier zwar Teil der Losung sein, im Hinblick auf deren Realisation wer-
den wir jedoch einen neuen Weg einschlagen. Wir untersuchen, wieviel Information iiber
die Verschriankung beider Partikel mittels Interferenz ermittelt werden kann. Die Idee ist,
ein drittes Teilchen — mit weiteren internen Freiheitsgraden - einzufiihren, das als eine Art
quantenmechanischer Agent oder besser als eine Sonde interferometrisch Informationen
iber die Subsysteme 1 und 2 sammelt. Das im Folgenden erérterte Protokoll sieht weiterhin
die Moglichkeit vor, nach der Wechselwirkung einen bestimmten Sondenzustand projektiv
zu selektieren. Es wird also nur am Sondenteilchen gemessen, wir verzichten sowohl auf
direkte Messung an den eingangs verschriankten Partikeln, noch ist zwischen ihnen eine
speziell konstruierte, direkte Wechselwirkung erforderlich, Abb. 3.1.

Zunichst ist es vollig unklar, ob die kohdrente Wechselwirkung gestattet, dass anhand
des Interferenzbildes Quantenkorrelationen zwischen 1 und 2 von solchen klassischer Art

"Vollstindiges, exaktes Wissen ist genau genommen nicht méglich, Messfehler konnen nicht vermieden wer-
den und somit wird die Rekonstruktion stets vom exakten statistischen Operator abweichen.

*Verschrinkungsmafle und dariiber hinaus Allgemeines zur Theorie der Verschrinkung werden in Anhang
A ab Seite 61 diskutiert.
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Quanton Marker

® 0 @

Sonde Zielsystem

ABBILDUNG 3.1. Aufteilung in Subsysteme. Nur auf Pfad- und internen
Freiheitsgraden des Sondenteilchens, d.h. auf den Subsystemen Q und S,
wird gemessen. Die Verschrankung zwischen 1 und 2 ist hier durch die
Verschniirung illustriert.

unterschieden werden konnen. Sind derartige Riickschliisse tatsdchlich moglich und falls
ja, kann die Methode auch auf alle verschrinkten Zustinde angewandt werden?

Vielleicht sollte vor der Diskussion dieser Fragen genau herausgestellt werden, was mit
bekannten Mitteln iiber den Einfluss von Verschrankung auf ein Quanteninterferometer
ausgesagt werden kann. Als wir uns in Abschnitt 1 des vorigen Kapitels mit dem Quan-
tenradierer befassten, begegnete uns der Extremfall einer Komplementaritit (Jaeger u.a.
1993, 1995; Jakob u. Bergou 2003) zwischen lokalen Ein-Teilchen-Gréflen und einer nicht-
lokalen Eigenschaft des zweiteiligen Systems ,,Quanton plus Marker®: Die Pfade des Quan-
tons waren durch diese beiden maximal verschrankten Partner absolut unterscheidbar. In-
folgedessen betrug die Sichtbarkeit V = 0, d.h. mit anderen Worten war die Komplemen-
taritdt zwischen der Stirke der EPR-Korrelationen und der Sichtbarkeit der Ein-Teilchen-
Interferenz zugunsten der Verschrankung gesittigt. In einem breiteren Rahmen (Jaeger u. a.
1993), in dem das Markersystem aus dem Pfadqubit eines weiteren, mit Q verschrankten
Teilchens besteht, stellt sich dies wie folgt dar:

Das Teilchen Q, unser Quanton, befindet sich sowohl in Pfad A als auch in Pfad B ei-
nes Youngschen Interferometers. Fiir das zweite Teilchen M, den bisherigen Marker, gilt das
Entsprechende. Da nun beide Subsysteme zweidimensionale Pfadinformationen beschrei-
ben, ist das Problem symmetrisch: M markiert den Weg von Q, wiahrend Q Informationen
tiber den Pfad von M vorhilt. Trotzdem soll in diesem kurzen Exkurs weiterhin einheitlich
von Quanton und Marker die Rede sein.

Ein allgemeiner reiner Zustand des Quantensystems lautet

(3.1) ') = a|A)o|A)m + BlA)qIB)m + yIB)qlA)m + |B)q|B)wm-

Fira = § = 1/7/2und B = y = 0 erhilt man den maximal verschrinkten Zustand aus
der Diskussion des Quantenradierers, Abschnitt 1 des Kapitels 2. Fiir sowohl Quanton als
auch Marker kénnen nun Ein-Teilchen-Interferenzmuster pgy(¢) = qm(¢lpgml$)am
mit Kontrasten Vg und Vy definiert werden. Dariiberhinaus behandeln Jaeger u. a. (1995)
eine Zwei-Teilchen-Interferenz mit Sichtbarkeit Vqum. In diese gehen allerdings im Gegen-
satz zu den Ein-Teilchen-Grof3en bedingte Detektionswahrscheinlichkeiten ein, die Korre-
lationen zwischen den Subsystemen Q und M aufzeigen. Es wurde gezeigt, dass Vom und
Vaqum sich komplementir zueinander verhalten, Vom + Voum < 1. Ferner besteht fiir reine
Zustinde |y') eine direkte Verbindung der nichtlokalen Sichtbarkeit Vqm zur Stirke der
Verschrinkung zwischen Quanton und Marker (Zukowski u. Kaszlikowski 1997; Jakob u.
Bergou 2003). Daraus folgt, dass mit steigender Verschrankung von |¢’) die Ein-Teilchen-
Interferenzfiguren immer schwicher werden, bis sie wie in unserem Beispiel zum Quanten-
radierer ganz verschwinden.

Die wesentliche Schwiche dieser Resultate ist ihre Restriktion auf reine Quantenzu-
stinde. Die Beweise, dass eine bestimmte Zwei-Teilchen-Sichtbarkeit Verschrinkung der
Subsysteme garantiert, basieren auf der Annahme, dass nur ein limitierter Beitrag weiflen
Rauschens in den betrachteten Zustand |y’ ) gemischt wird (Zukowski u. Kaszlikowski 1997).
Ferner zielen die soeben vorgestellten Ergebnisse auf die Detektion zwischen Pfadqubit und
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Marker nach der Wechselwirkung. Wir visieren demgegentiber aber das Aufspiiren von vor
der Wechselwirkung préparierter Verschrankung allein in den Markerfreiheitsgraden der
identischen Teilchen 1 und 2 an. Zum gegenwirtigen Zeitpunkt ist nicht klar, ob und wann
eine Verbindung zwischen diesen beiden Problemstellungen besteht.

Die fiir letztere zur Losung in Frage kommenden Verschrankungszeugen funktionieren
im Ubrigen fiir reine und gemischte Zustinde gleichermafien, wie wir nun sehen werden.

1. Verschrinkungszeugen

Entanglement Witnesses oder zu deutsch Verschrinkungszeugen konnen sich in der ex-
perimentellen Charakterisierung von Verschrankung als ausgesprochen hilfreich erweisen.
Wenn die Dichtematrix des Quantensystems nicht als bekannt vorausgesetzt werden kann,
ldsst sich offensichtlich kein Kriterium fiir Verschrankung anwenden, das auf deren Kennt-
nis basiert. Dies betrifft im Wesentlichen alle Verschrankungsmafle. Es existiert jedoch ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium mittels direkt messbarer Observablen, den Ver-
schrankungszeugen: Von deren Erwartungswert kann man ad hoc auf das Vorliegen von
Verschrankung eines zuvor préparierten Zustands schlieflen. Dies ist insbesondere in sol-
chen Situationen niitzlich, in denen man auf das Sammeln von Informationen bis hin zu
absolutem, tomographischem Wissen iiber den Quantenzustand verzichten mochte oder
muss. Die Existenz der Verschrankungszeugen ist ein Lemma der geometrischen Form des
Satzes von Hahn-Banach, welches die Trennung einer konvexen Menge und eines Punktes
behandelt:

Sei S eine konvexe, kompakte Menge und sei p ¢ S. Dann existiert eine abgeschlossene
Hyperebene, die p und S strikt separiert.

Im vorliegenden Kontext ist die Familie der separablen Zustinde S die betrachtete kon-
vexe Menge im Vektorraum der Dichteoperatoren, auf welchem die Spur tr ein Skalarpro-
dukt definiert und somit eine geometrische Interpretation ermdglicht. Falls es sich bei p
um einen verschrankten Zustand handelt, liegt er naturgemaf3 auflerhalb von S. Die tren-
nende Hyperebene oder ihre Identifikation mit einem hermiteschen Operator W ist das,
was wir Verschrankungszeuge nennen. Es ist anschaulich klar, dass es zu einem gegebenen
verschriankten Zustand p mehr als einen Zeugen gibt, der diesen und S trennt.

Modulo einiger Details ist hiermit gezeigt, dass p dann und nur dann verschrankt ist,
wenn es einen hermiteschen Operator W mit (W), < 0 und (W), > 0 fiir alle separablen
Zustande o € S gibt. Man sagt, dass der Zeuge W die Verschrankung von p detektiert, Abb.
3.2. Umgekehrt gilt, dass ein Zustand ¢ dann und nur dann separabel ist, wenn (W), > 0
fir jede Observable W erfullt ist, die tr[ W |y),; (w|®|¢)..($|] > 0 fiir alle reinen Produktzu-
stande |y), ® @), = |¥):|¢). gentigt. Zundchst klingt dies nach einem abstrakten Theorem
ohne praktische Relevanz. Es entpuppt sich jedoch als ein machtiges Werkzeug: Wann im-
mer der Erwartungswert eines Zeugen W einen Wert kleiner als Null annimmt, kann man
eindeutig folgern, dass der Zustand in einer bestimmten Weise verschrankt sein muss, d.h.,
dass der Zustand im prinzipbedingt bekannten Detektionsbereich von W liegt. Ist der Er-
wartungswert jedoch nichtnegativ, vermag der Verschrankungszeuge nicht zu entscheiden,
ob p separabel oder verschrinkt ist. Ein Zeuge beantwortet daher die Frage nach dem Vor-
liegen von Verschrankung nicht mit ,,ja“ oder ,,nein®, sondern mit ,,ja“ oder ,,eventuell®

Ein Zeuge W ist stets eine nichtlokale Observable und hat immer einen verschrinkten
Eigenzustand. Das liegt daran, dass W mindestens einen negativen Eigenwert haben muss
und da jeder Zeuge nichtnegativ fiir alle Produktzustidnde zu sein hat, kann es sich beim kor-
respondierenden Eigenvektor nicht um einen solchen separablen Zustand handeln. Falls W
also nicht in der Lage ist, einen gegebenen verschrankten Zustand zu detektieren, bedeutet
dies, dass der Uberlapp des Zustands mit dem verschrinkten Eigenzustand W'’s nicht grof§
genug fiir ein Gelingen des Nachweises ist.
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W
w, \

verschrankt

separabel

ABBILDUNG 3.2. Zu sehen ist ein Schnitt durch den typischerweise hoch-
dimensionalen Operatorvektorraum, dessen Element p ist. Der dufle-
re konvexe Rand umschliefit alle giiltigen Quantenzustidnde. Darin trifft
man entweder auf verschrankte @ oder auf separable () Zustinde, wobei
letztere die konvexe Menge S bilden. Der erste von zwei Beispielzeugen
hat seinen charakteristischen Vorzeichenwechsel (W;) = 0 auf der rech-
ten geraden Linie, es handelt sich dabei um die Skizze der assoziierten
Hyperebene. Daher korrespondiert die rechts angrenzende gestreifte Fla-
che mit denjenigen verschrinkten Zustanden, die W; detektiert. W, fin-
det diejenigen Zustidnde, die von W; aufgespiirt werden, dariiber hinaus
jedoch auch weitere. Man sagt, W, ist feiner als W;. Da W, tangential zu
S liegt bzw. dessen Rand beriihrt und die Hyperebenen S nicht durch-
dringen diirfen, gibt es keinen Zeugen, der feiner als W, ist. Man nennt
daher W, optimal.

2. Ansatz zur Realisation eines interferometrischen Verschrinkungsdetektors

Wie kann nun ein Zeuge in der vorliegenden Situation implementiert werden? Es zeigt
sich, dass der Formalismus, in dem die Dynamik eines Quanteninterferometers im vorhe-
rigen Kapitel behandelt wurde, exzellent zur Beantwortung dieser Frage geeignet ist. Erin-
nern wir uns aber zunichst daran, dass unser Markersystem M aus insgesamt drei Teilen
bestehen soll: Ein Sondenteilchen S interferiert, nachdem es auf zwei sich gegenseitig aus-
schliefenden Pfadalternativen mit je einem von zwei weiteren identischen, méglicherwei-
se verschrankten Teilchen 1 und 2 interagiert hat. Dabei beschreibt der Quantonzustand
die interferometrischen Freiheitsgrade, d.h. den Teilchen- oder Wellencharakter der Son-
de, wihrend dem Markersubsystem deren interne Freiheitsgrade zugeordnet werden. Auf-
grund der selbst auferlegten Vorgabe, keine direkten Messungen auf den Zielsubsystemen 1
und 2 durchzufiithren, kommen in einem (erdachten) Experiment als MessgréfSen nur Er-
wartungswerte von solchen Observablen in Frage, die ausschliefllich Pfad- und interne Frei-
heitsgrade der Sonde abfragen, d.h. auf Q und S wirken. Wir beschranken uns im Folgenden
auf den einfachen Fall unkorrelierter, vertauschbarer Operationen auf den genannten Sub-
systemen und diskutieren Observablen der Gestalt

(3.2) OQS = OQ ® és,
fiir deren Erwartungswert man mit (2.20) auf direktem Weg

. QS p’ = E P
* i)j—A,B <’TA] + l l ) "

findet. Entscheidend ist die Voraussetzung, dass Sonde S und Probe 12 unabhéngig vonein-
ander préapariert werden, denn dann ist der Anfangszustand unkorreliert und faktorisiert,
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P = pq ® ps ® pi,, sodass
(3.4) (T]T OS T,')pM = trSIZ[(PS ® Plz) T]‘T OS T,'] =1, [Pu trs [PS T]‘T OS T,]]

Die Zerlegung der Spuroperation erweist sich als sinnvoll, denn sie kann nun verwendet
werden, um (3.3) in der Form

(35) (Oas)py, = tran [Pu i.jalilOqlj)q trs[ps T] Os Ti]] [{TAT, + Ty Ty)py

zu schreiben. Die Gleichung (3.5) markiert den zentralen Punkt des Vorschlags, denn die
rechte Seite enthalt neben der stets nichtnegativen Ensemblewahrscheinlichkeit den Erwar-
tungswert (O,,) p., der effektiven Observablen

(3.6) Ol,_ = Z Q<1|OQ|])Q trs[ps T]T(A)s Ti]
i,j=A,B

beziiglich des Zustands der Teilchen 1 und 2, d.h. des Zielsystems. Der Operator O,, hingt
von verschiedenen Gréflen ab, namlich

(i) den Pfadalternativen A, B des Interferometers,

(ii) der interferometrischen Observablen OQ,
(iii) den pfadkonditionierten Ubergangsoperatoren T4 B,
(iv) dem Anfangszustand ps der Sonde und

(v) der Observablen Os, die alleinig auf den internen Freiheitsgraden des Sonden-
teilchens agiert.

(Oqs) phs < (O1),,, ist eine Verkniipfung zwischen ausgewihlten internen wie auch in-
terferometrischen Messdaten und Erwartungswerten von Observablen, die direkt auf die
verschriankten Teilchen wirken. Man sieht hieran deutlich, dass durch die Interferenz eine
effektive Wechselwirkung zwischen den Teilchen 1 und 2 induziert wird und die Identitdt
(3.5) das entscheidende Ergebnis auf dem Weg zur Realisierung von Verschrankungszeugen
mittels Ein-Teilchen-Interferenz ist.

In Wahrheit wurde das Problem aber nur verschoben. Die Beziehung (3.5) ergibt sich
ganz zwanglos und man erwartet zundchst nicht, dass damit das Problem gelést werden
kann. Denn statt nicht zu wissen, ob kohdrente Wechselwirkung eines Sondenteilchens mit
der Probe Verschriankung detektiert, sehen wir uns ab diesem Punkt mit der Frage konfron-
tiert, ob in physikalisch relevanten Fillen die durch 0,, induzierte Wechselwirkung sensi-
tiv fiir Verschrankung ist. Die wahre Aufgabe besteht demnach darin, nicht pathologisch
theoretische, sondern dem Experiment nahe Konfigurationen (i)-(v) zu finden, in denen
(0.,) p., einen fiir Verschrinkung charakteristischen Vorzeichenwechsel zeigt, d.h. in de-
nen die effektive Observable O,, ein Verschrinkungszeuge ist. Erst dann ist bewiesen, dass
(3.5) nitzlich und wichtig ist. Im Verlauf dieser Arbeit wird hiufig auf diese fiinf Punkte
Bezug genommen, gewissermaflen sind sie der Leitfaden.

2.1. Hilft Sortierung von Messergebnissen bei der Detektion? Diese Frage muss man
sich spatestens dann stellen, wenn man dartiber philosophiert, wie konkret die Messung des
Erwartungswertes {Oqs) pys implementiert werden kann. Sicherlich wird die Messung auf
dem Pfadalternativenqubit Q projektiver Natur sein, in dem Sinne, dass der Experimenta-
tor sich fiir eine bestimmte Phase ¢ zwischen den Pfaden A und B entscheidet, fiir die er
dann seinen Detektorklick erwartet. Verzichtet er auf Messungen auf dem Marker, konnte
er so mit entsprechender Kalibrierung die relative Intensitit p’(¢) erhalten. Demgegeniiber
dréngt sich nun die Frage auf, wie man frei von jedweder Kenntnis des experimentellen Sze-
narios und der Moglichkeiten des Experimentators dem Problem der In-situ-Messung von
Os begegnen kann.
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In Abschnitt 2 des Kapitels 2 wurden die von-Neumannschen Messungen und die sich
in natiirlicher Weise ergebende Sortierung von Messergebnissen in Subensembles disku-

tiert. Mit jeder Messung der Observablen Og = 3 kea(0s) K ﬁs(k) wird bei Erhalt des Eigen-
werts k € 0(Os) die Realisierung

1 . A
(3'7) P(k) = W Ps(k)p, Ps(k)

selektiert. Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert k zu finden, betragt p(*) = (ﬁ’s(k) )p;- Wir

hatten bereits gesehen, dass die phasenabhingige Detektionsintensitdt der Interferenzfigur

dem Erwartungswert p(¥) (¢) = <|¢>QQ<¢|>p(k) folgt. Es ist klar, dass aus ihr fiir das k-te
Q

Subensemble die Erwartungswerte

AA L A (k)
A 1 Q(1|OQ|]>Q<T]'TPS Ti)PM
(3.8) {Oa), = 0] >

i,j=A,B (TiT, + T§Ty)py

verschiedener Quantonobservablen Oq bestimmt werden kénnen. Zwischen diesen Erwar-
tungswerten und dem fraglichen Erwartungswert (Oqs),;, besteht schlielich die Bezie-
hung

(392)  (Oqs)py, = 2 kp™ (Oa) 05
k

was man sofort sieht, wenn man die Spektraldarstellung der Sondenobservablen Os in die
Gleichung (3.3) einsetzt und mit der Identitdt (3.8) vergleicht. Definiert man dem bisherigen
Konzept treu fiir jedes Subensemble k effektiv auf dem Zielsystem 12 operierende Observa-

blen O = i o{ilOqlj)q trs[ps T]Tﬁ’s(k) T, ], kann man dies umschreiben zu

i k(05),.
(3.9b) - +k<—+)p
(TAT, + TyTy)p

Wendet man die Spektraldarstellung riickwirts an, ist obiges Resultat wie erwartet gleich

A

(Olz>p
(3.9¢) = ——fr
(TAT, + T§Ty)py

Was bedeutet nun Gl. (3.9a)? Die in der Summe auftretenden Faktoren (ﬁék) ) oL = p(k) ge-
ben die Wahrscheinlichkeiten an, bei einer Messung von Os den Eigenwert k zu finden. Die
Gleichung zeigt, dass bei Kenntnis dieser Wahrscheinlichkeiten aus den Interferenzfiguren
) (¢) der Erwartungswert (Oqs) pys konstruiert werden kann. Demzufolge wird die Fra-
gestellung des Unterabschnitts durch Beziehung (3.9a) bejaht: Die Summe der sortierten
Messergebnisse enthilt die gewiinschte Information.

Prinzipiell kann auch eine einzige effektive Observable O fiir sich allein genommen
bereits hinsichtlich der Detektion von Verschrankung interessant genug sein, sodass sich
der Experimentator mit der Untersuchung des zugehorigen Subensembles k, d.h. mit einer
einzigen projektiven Messung auf dem Marker, begniigen kann.

2.2. Projektive Zustandsreduktion im Detail. Wir beschiftigen uns nun mit dem be-
sonders instruktiven Fall, in dem Og bereits ein Projektor ist, Oé =0 = 1[35(1) = Ps. Dem-
zufolge kann dann bereits zu Beginn die gesamte Messung als eine Konditionierung auf die
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Realisierung des Subensembles mit pél) = p¥ = Ps ausgelegt werden®:

. . A T A
b li)aq (il @ PsT;pm T} Ps

(310a) p'Hp’= Z — —
i,j=A,B <TAPSTA + TBP5T3>PM

1 f)S TAPM T;;PS pSTAPM T;ps

(3.10b) = 0 .
Trrlpm PSTBPM T;{Ps PSTBPM TgPS

Falls Os kein Projektor sein sollte, liefert dieser Abschnitt das Rezept, mit dem jedes einzelne
Subensemble k der Sortierung behandelt werden kann. Doch richten wir unseren Blick auf
die Zustandsreduktion (3.10). Findet das Ereignis statt, d.h. ist der Uberlapp (Ps) p; > 0und
wird der Eigenwert 1 (beispielsweise durch einen Detektorklick) gefunden, dann befindet
sich das Quantensystem direkt nach der Messung im Zustand p”’ oder — mit anderen Worten
- dann charakterisiert der statistische Operator in (3.10) das assoziierte Subensemble.

Die Grofle von Interesse ist nun die Detektionsintensitit*

ig /Tt P —igp Tt P
1) p"(9) = aldlpligla = 1+ T Talat € T Tyhe

2<TAPS TA + TBPS TB)PM

= = 1(1+Vcos(p-a))

des Subensemble-Interferenzmusters. Wir stellen uns die Frage, welche Quantonobserva-
blen Oq Erwartungswerte besitzen, die daraus gewonnen werden kénnen. Zusammen mit
der 1, die manchmal als ¢° geschrieben wird, bilden die Generatoren der SU(2)-Gruppe
- die Paulimatrizen ¢, 6> und ¢” - eine beziiglich des Hilbert-Schmidt-Skalarprodukts
orthogonale Basis fiir den reellen Hilbertraum aller selbstadjungierten 2 x 2-Matrizen. Al-
so kann jede Observable Oq in eine reelle Linearkombination dieser vier grundlegenden
Observablen zerlegt werden. Mit Hilfe der von der Phase ¢ abhéngigen kohérenten Super-
position [¢)qq(¢| = 3 6§ + 3 cosp g, + 3 sin ¢ 03, deren Erwartungswert ja das Interfe-
renzmuster beschreibt, erhalten wir deren zumindest drei,

(312a) 03 = [$)qa(gl + ¢ + m)aale + 7,
(3.12b)  0g =10)qq(0] - [T)aq(nl, 0 =1%)qalZ| - |-Z)qa(-ZI.

Wir erreichen so also nicht alle Vektoren in der Blochsphidre und sind genauer gesagt auf ihre
Aquatorebene beschrinkt: Oq = u 0§ + v 04, + w 6§ mit u, v, w € R. Fiir die Implementie-
rung der Observable ¢, miisste man a posteriori die Amplituden von A und B unabhiingig
voneinander ausblenden. Es ist nicht klar, ob dies iiberhaupt méoglich ist. Daher wird diese
Option nicht weiter diskutiert.

Durch die Messung von Oq = 0 werden die inkohérenten Elemente des Quantons
mit gleichem Gewicht abgefragt. Dadurch erhilt man aber nur die triviale Information w4 +
wg = L Interessanter sind die Erwartungswerte von ¢, und 63, da sie durch die Koharenzen
des Quantons bestimmt werden. Die Resultate sind somit eng an die Giite der Interferenz
und letztlich die Sichtbarkeit V gekniipft.

Der Projektor Ps besitzt nur die Eigenwerte 0 und 1. In der Summe der Identitdt (3.9a)
bleibt dadurch nur ein einziger Term iibrig. Wenn wir uns fiir den Erwartungswert von Oq
beziiglich des auf 28 projizierten Quantensystems interessieren, kdnnen wir Gl. (3.9a) sofort
danach auflésen und erhalten

A <OQS>p(’1S (Ou)pu

(3.13) o) n = _ = _ a .
( Q>pQ <PS>P§ <T);PSTA + TgPSTB>pM

’Die Matrixdarstellung erfolgt wieder in der Standardbasis beziiglich des Quantons Q. Jeder Eintrag enthilt
dabei einen auf dem Marker M agierenden Operator.
*Vergleiche auch Gl. 2.21 auf Seite 13.
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P"(¢) P"(¢)

(a) (b)

ABBILDUNG 3.3. Interferenzmuster p”(¢). (b) Fiir eine geeignete Kon-
figuration der Parameter (i)-(v) von Interferometer und Sonde bezeugt
destruktive Interferenz am Ursprung ¢ = 0 Verschrankung zwischen den
beiden Probenteilchen 1 und 2. (a) Konstruktive Interferenz deutet hin-
gegen darauf hin, dass entweder keine Verschriankung vorliegt oder der
Uberlapp des verschrinkten Zustands mit dem verschrankten Eigenvek-
tor von O,, zu klein fiir erfolgreiche Detektion ist.

Das bedeutet, dass sich aus dem Interferenzbild der gewiinschten Erwartungswert des de-
signierten Verschrinkungszeugen O,, ablesen lisst. Die im Nenner auftauchende Ensem-
blewahrscheinlichkeit

G (TN, + T, = () (T, 1),

kann sich allerdings als stérend erweisen: Verschwindet sie, lasst sich das Subensemble nicht
selektieren, da der zugehérige Prozess nicht stattfindet. Ist dies der Fall, so muss (O, ) p., auf
eine andere, im Kontext des jeweiligen Experiments zu kldrende Art bestimmt werden. Fer-
ner liefert im Regelfall das Vorzeichen des Erwartungswerts des Verschrankungszeugen das
Kriterium fiir Verschrinkung und nicht etwa das Uber- oder Unterschreiten eines von Null
verschiedenen Schwellenwerts. Trifft jedoch letzteres zu oder ist man an einer quantitati-
ven Bestimmung von (O,,) p., interessiert, so verhindert der Nenner in (3.13) den Erfolg mit
abzusehender Sicherheit. Uns werden in spéteren Kapiteln Probleme dieser Art begegnen.

2.3. Ablesen der Verschrinkung direkt aus dem Interferenzmuster. Demgegeniiber
soll die Niitzlichkeit von (3.13) mit einem Beispiel unterstrichen werden, welches zu einem
greifbaren Kriterium fiir Verschrinkung fiihrt, Abb. 3.3. Sei Oq = 04, Die Observable wihlt
daraufhin also explizit die fiir die Interferenz verantwortlichen Kohéirenzen des Quantons
aus. Dann ist

. . (TiDs T, + TiDs T,)
(3.152) (012>p,2 o< (OQ>p’Q’ = <TE[§)S T:+ TEI‘)S Ti)ZM _ pll(o) _P//(T[) _ ZPH(O) -1
(3.15b) =) cosa,

der Interferenzbeitrag bei verschwindender Phasenverschiebung, d.h. ¢ = 0. Wir wollen
nun annehmen, dass man die Parameter (i)-(v) geeignet wéhlen kann und die mit OQ ® by
assoziierte Observable O, tatsichlich ein Verschrinkungszeuge ist. Dann wird es mglich,
einen verschrankten Zustand p,, direkt durch einen Blick auf das Interferenzbild bzw. durch
Fit von p"'(¢) an experimentelle Daten zu detektieren: Falls der Interferenzbeitrag positiv
ist, also im Falle cosa > 0 beziehungsweise ~7/2 < & = arg({T} Ps Ty),,) < 7/2, liegt
bei ¢ = 0 konstruktive Interferenz vor und wir haben keine Information dariiber, ob p,,
separabel war oder nicht, Abb. 3.3a. Falls jedoch cos @ < 0 gefunden wird, handelt es sich
um destruktive Interferenz und die beiden Teilchen waren eindeutig verschrinkt, Abb. 3.3b.
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SCHLUSSFOLGERUNGEN

Zusammenfassend hat dieses Kapitel vielversprechende Moglichkeiten aufgezeigt, Ver-
schrankungszeugen mittels Ein-Teilchen-Interferenz zum Nachweis von EPR-Korrelatio-
nen zu implementieren. Die Zeugen sind ein méchtiges Instrument, sofern man eine Vor-
stellung davon hat, welche verschrankten Quantenzustidnde nach der Préparation vorliegen
konnen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn man erfahren will, ob Rauschen die Her-
stellung eines bestimmten verschrankten Zustands unterbindet. Je mehr Kenntnis iiber die-
sen vorliegt, umso weniger muss man iiber das Rauschen fiir eine eindeutige Klassifizierung
des Zustands wissen (Giihne u. a. 2002). In anderen Fillen kann es dagegen nétig werden,
mehr als einen Verschrinkungszeugen auszuwerten.

Dies fithrt auf die Frage, ob die in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Methode auf
alle verschrankten Zustdnde angewandt werden kann. Lisst sich also immer ein Satz von
Parametern (i)-(v) finden, sodass ein vorgegebener verschrankter Zustand im Detektions-
bereich liegt? Da kein universeller Algorithmus zur Konstruktion von Zeugen aus der effek-
tiven Observablen O,, existiert, kann dies allgemein nicht beantwortet werden. Wir werden
in den folgenden Kapiteln sehen, dass die Wechselwirkung zwischen Sonde und Zielsystem
starken bis entscheidenden Einfluss auf den Erfolg einer heuristischen, auf systematischem
Ausprobieren basierenden Suche hat. Des Weiteren wird stellenweise deutlich werden, dass
sich augenblicklich neue Moéglichkeiten ergeben, wenn man selbst aufgezwungene Forde-
rungen abschwécht.

Vor jedem experimentellen Versuch einer Implementierung muss auch diskutiert wer-
den, wie viele Messungen nétig sind, um die fiir den Erwartungswert (O,,) p., NOtigen Daten
aus dem Interferenzbild zu beziehen. Einem einzigen erfolgreichen Ereignis gehen womog-
lich hunderte wenn nicht tausende erfolglose Praparationen voraus. Je nach Aufwand einer
solchen Préparation disqualifiziert sich unsere Methode von selbst.

Und schliefilich miissen Zweifel ausgerdaumt werden, experimentelle Unwiégbarkeiten
konnten bewirken, dass Verschriankung aufgespiirt wird, wo gar keine ist. Dementspre-
chend ist eine Fehlerabschitzung beziiglich der Parameter (iv) und (v) der Sonde nétig.






KAPITEL 4

Die Streuung an Festkorperstorstellen

Wir werden zunichst zeigen, dass das Konzept im vorangehenden Kapitel 3 erlaubt,
einen bereits bestehenden Ansatz (Loss u. Sukhorukov 2000) zur Detektion von Verschrin-
kung zwischen zwei Quantenpunkten (Reed 1993) in einem verglichen mit der Originalar-
beit eher minimalistischen theoretischen Rahmen zu verstehen, zu reproduzieren und zu
erweitern.

In diesem Kapitel betrachten wir ein einzelnes Elektron, dessen Spin mit zwei in ei-
nem symmetrischen Festkorperinterferometer vom Typ des Youngexperiments eingelasse-
nen Spin-1-Storstellen interagiert und als Sonde auf gegenseitige Verschrankung testet. Die
rdumliche Distanz der magnetischen Storstellen soll dabei grofier als die Reichweite ihrer di-
rekten Wechselwirkung sein. Bei dem Interferometer handelt es sich um einen mit zwei spei-
senden Leitern verbundenen Aharonov-Bohm-Ring, siche Abschnitt 1. Loss u. Sukhorukov
(2000) geben durch elaborierte Behandlung mesoskopischer Transporteigenschaften und
Untersuchung von Rauschen eine Antwort auf die konkrete Frage, wie Verschriankung fiir
Elektronen in Festkorpern - als Beispiel massiver Teilchen - detektiert werden kann. Hier
soll hingegen allgemein Minimalismus fiir eine einleuchtende Erkldrung, das Superpositi-
onsprinzip und Interferenz im Vordergrund stehen. Der Vorschlag der vorliegenden Arbeit
hat den Anspruch allgemeiner Relevanz und ist vom Szenario unabhingig. Dem Aharonov-
Bohm-Ring entspricht im Ansatz von Loss u. Sukhorukov (2000) ein schwach an zwei Leiter
gekoppelter doppelter Quantenpunkt, Abb. 4.1. Als Sonde soll auch dort ein einzelnes Elek-
tron verwendet werden, das von dem auch zur Strom- und Rauschmessung verwendeten

ABBILDUNG 4.1. Der doppelte Quantenpunkt von Loss u. Sukhorukov
(2000). Das System enthélt zwei Elektronen und ist schwach an metal-
lische Leiter 1,. .., 4 gekoppelt, die sich auf den chemischen Potentialen
P> - - . » s befinden. Dies fiihrt dazu, dass das Sondenelektron auf einem
geschlossenen Pfad zwischen den Punkten und den Leitern 1 sowie 2 tun-
nelt und nach Anlegen eines magnetischen Feldes sich die so ergebenden
Wegalternativen um eine Aharonov-Bohm-Phase ¢ unterscheiden.
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ABBILDUNG 4.2. Prinzipdarstellung zum magnetischen Aharonov-
Bohm-Effekt (Aharonov u. Bohm 1959). Gezeigt ist ein Experiment, mit
dem die Interferenz unter Einfluss eines zeitunabhidngigen Vektorpo-
tentials demonstriert werden kann. Die Achse der Zylinderspule (engl.
Solenoid) steht senkrecht zur Papieroberfliche, die Wellenfunktion des
Elektrons ist eine zweiteilige ebene Welle.

Leiter 1 (2) kommend die Moglichkeit hat, in beide Punkte zu tunneln. Es ist auf das herr-
schende Coulombblockaden-Regime zuriickzufiihren, dass stets nur ein einzelnes Elektron
iiber virtuelle Zustinde des doppelten Quantenpunkts tunnelt und mit ihm interagiert.

Wihrend sich der nun folgende erste Abschnitt zur Einfiihrung mit Aharonov-Bohm-
Ringen und dem gleichnamigen Effekt befasst, diskutieren wir in Abschnitt 2 die beiden im
Festkorper eingebetteten magnetischen Einschliisse, deren Verschrinkung wir nachweisen
wollen. Im Anschluss an die Motivierung fiir die gewdhlte Beschreibung der Wechselwir-
kung wird dann in Paragraph 3 begonnen, nach méglichen Implementierungen fiir Ver-
schriankungszeugen zu forschen. Der Unterabschnitt 4 setzt schliellich diese Bemiithungen
in verallgemeinerter Form fort.

1. Aharonov-Bohm-Ringe und der magnetische Aharonov-Bohm-Effekt

Schaut man sich die Zahl der Veréffentlichung zu Aharonov-Bohm-Ringen an, konn-
te man sie womdglich als Lieblingstestumfeld derjenigen Physiker bezeichnen, die sich fiir
quantenmechanische Phidnomene in elektronischen Materialen interessieren. Bei den Rin-
gen handelt es sich im Wesentlichen um wenige Mikrometer grofle Schleifen aus leitendem
Material (Pierre u. Birge 2002), deren geringe Zahl (magnetischer) Verunreinigungen einen
kohérenten Transport von Elektronen von einem Punkt des Ringes zur gegeniiberliegen-
den Seite ermoglicht. Folglich kommt es zur Interferenz zwischen den Wegalternativen, die
durch Einfddeln eines magnetischen Flusses durch die Schleife beobachtet werden kann.
Kurz gesagt sorgt das Magnetfeld fiir eine Phasendifferenz zwischen den Elektronwellen-
funktionen in den Armen der Anordnung, sodass das Elektron abhéngig von der Feldstirke
konstruktiv oder destruktiv interferiert.

Zum Zwecke einer Erkldrung dieses Aharonov-Bohm-Effekts wurde in Ref. (Aharonov
u. Bohm 1959) das Interferenzexperiment der Abb. 4.2 diskutiert: Dort treten die Elektronen
auf der linken Seite ein, woraufhin der Strahl kohdrent gemifl einem 2-Wege-Interferometer
getrennt wird. Somit kann jede Anderung der relativen Phasen zwischen den Strahlen nach
deren erneuter Zusammenfiihrung auf der rechten Seite als Verschiebung des Interferenz-
musters beobachtet werden. Gegen das stationidre Magnetfeld, das in die Region zwischen
den beiden Strahlwegen eingebracht wird, sollen die Elektronen vollstindig abgeschirmt
werden, sodass deren Aufenthaltswahrscheinlichkeit dort Null betrdgt. Modellhaft konnen
wir beispielsweise annehmen, dass das Feld von einer unendlich langen, von Ablenkplat-
ten geeignet umgebenen, stromdurchflossenen Zylinderspule mit Radius p, erzeugt wird,
deren Symmetrieachse mit der 2-Richtung zusammenfillt: B = BO(p — p,) 2, das Feld
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wird also perfekt auf den Innenbereich der Spule beschrinkt. Offensichtlich kann jedoch
das zugehorige Vektorpotential A nicht iiberall im Auflenbereich - also im Tréger der Elek-
tronwellenfunktion - verschwinden, da der magnetische Fluss durch jede von einem den
Ursprung umlaufenden, d.h. nicht einfach zusammenhingenden Pfad oI eingeschlossene
Fliche I konstant ungleich Null ist':

(4.1) d)(l“):frB-ﬁdS:farA«ds.

In Gaufischen Einheiten lautet der Hamiltonian dieses Problems und die Ortsdarstellung
der zeitunabhéngigen Elektronwellenfunktion fiir jedes einfach zusammenhéangende Gebiet

(4.2) H-= ﬁ(p —eA/c)?,

(43)  y=yDeN

wobei (°) die Losung fiir A = 0, d.h. in Abwesenheit des eingeschlossenen Magnetfeldes,
und V¢/h = eA/c ist. Es muss beriicksichtigt werden, dass der Auflenbereich der Spule
mehrfach zusammenhangend und daher im Allgemeinen nicht jedes Element des Defini-
tionsbereichs der Funktion (4.3) auf ein einziges, wohl definiertes Element des Bildbereiches
abgebildet wird. Es handelt sich nicht mehr um eine giiltige Losung der Schrodingerglei-
chung. In der bewusst simpel gewéhlten Geometrie ldsst sich jedoch das Problem (ganz
im Sinne der bereits vorgestellten abstrakten Beschreibung binérer Interferometer) mit ei-
ner Superposition ¥ = y4 + yp zweier Wellenfunktionen y4 p = 1//1(:1)3 e~ "94.5/" mit Phasen
dap =e fyA A - ds/c behandeln. Die Wegintegrale laufen dabei entlang der jeweils durch
einfach zusammenhingende Gebiete propagierenden Strahlen A und B, aT = yp — y4. De-
ren Interferenz wird folglich von der Differenz ¢ = ¢ — ¢4 = e®/hc der Phasen abhiangen:
Das Muster ist eine periodische Funktion des magnetischen Flusses @, die Periode betragt
2rhcle.

Es ist damit gezeigt, dass trotz der Eichfreiheit in einem feldfreien, mehrfach zusam-
menhidngenden Gebiet des Raumes die physikalischen Eigenschaften des Systems vom ma-
gnetischen Potential A abhéngen. Dies steht im Widerspruch zur klassischen Beschreibung,
in der die elektromagnetischen Potentiale als mathematische Helfer betrachtet werden und
demgemifd nur die Felder durch Auftauchen in den Bewegungsgleichungen physikalische
Bedeutung erlangen: Klassisch kann das Potential A den Effekt nicht erzeugen. Experimen-
tell war jedoch schnell klar (Peshkin u. Tonomura 1989), dass die Wirkung magnetischer Fel-
der in abgeschirmten Gebieten von der Quantenmechanik korrekt beschrieben wird, da in
den kanonischen Formalismus die Potentiale direkt eingehen, (4.2). Folglich liefern die lokal
observablen Maxwellfelder eine unzureichende Beschreibung der Physik. Hingegen geben
die nichtobservablen Potentiale mehr als hinreichende Informationen: Durch Eichtransfor-
mationen verkniipfte Potentiale beschreiben dieselbe Physik. Die sowohl hinreichende als
auch notwendige Beschreibung erfolgt allein durch die Phasenfaktoren ¢.

2. Magnetische Einschliisse und Spin-Umklapp-Wechselwirkung

In einem realistischen mesoskopischen Szenario streut das Elektron sowohl magnetisch
als auch raumlich mit den Storstellen. Zwanglos fiihrt dies auf die Studie des Kondoeftekts
(Hewson 1997), d.h. dem Verhalten des elektrischen Widerstands in mit magnetischen Stér-
stellen durchsetzten Metallen. Fiir Ubergangsmetallionen, die mittels ihres lokalen magne-
tischen Moments nachweislich als Storstelle im metallischen Leiter auftreten, wird die Streu-
ung traditionell mit einem s-d-Austausch-Hamiltonian beschrieben. Die Storstellen treten

'Tatsichlich gilt (in Zylinderkoordinaten)

1 , <
A=-Bé, {P2 P = Po
2 palps P> po.
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in diesem Modell als lokalisierte Spins auf, die mit den Leitungselektronen durch einen
Umklappprozesse beschreibenden Austauschterm wechselwirken (Hewson 1997, Kap. 1.5).
Kiirzlich wurde experimentell der Einfluss dieser Spin-Umklappprozesse auf Aharonov-
Bohm-Oszillationen studiert (Pierre u. Birge 2002) und es gelang dadurch, die Prasenz von
sehr wenigen magnetischen Storstellen nachzuweisen.

Um der Klarheit willen zeichnen wir die Vorgénge im Festkorper in einem stark ver-
einfachten ballistischen Bild (Washburn u. Webb 1992), in welchem wir uns die Pfadalter-
nativen des Elektrons als eindimensionale nichtmagnetische Leiter vorstellen, in die die bei-
den magnetischen Spin- % -Storstellen eingelassen sind, Abb. 4.3. Diese Anschauung mag ge-
rechtfertigt sein, falls alles, was im folgenden relevant ist, auf einer Langenskala kleiner als
der mittleren freien Weglange geschieht, d.h. der Wirkungsquerschnitt der Leiter beziiglich
storender Streueffekte klein genug ist. Auch die Wechselwirkung zwischen dem Spin des als
Sonde dienenden Elektrons und einer der beiden magnetischen Storstellen soll phdnome-
nologisch modelliert werden. Wir ziehen dazu den sehr simplen Spin-Flip-Hamiltonian

(4.4) Vap = h Z gli,zasiali,l
i

heran (wie z.B. bei Costa Jr. u.a. 2006). Die Parameter {g/,} geben die Stirke der hier als
anisotrop angenommenen Kopplung an und werden als experimentell verdnderlich ange-
sehen. Im einfachsten Fall also erfihrt das Elektron dieselbe Wechselwirkung durch beide
Storstellen. Wohlgemerkt konzentrieren wir uns ausschliefllich auf die Spinfreiheitsgrade
und sehen von der raumlichen Beschreibung ab.

Komplett auf die Ortsfreiheitsgrade zu verzichten, mag nicht sehr realistisch sein und
eignet sich in den allermeisten Fallen nur als wegbereitende Idealisierung. Dennoch, mégli-
cherweise bieten hierfiir von akustischen Oberflichenwellen gefangene und mit gleichmi-
Biger Geschwindigkeit getragene Elektronen ein Szenario (Barnes u. a. 2000). Die Idee ba-
siert auf dem Herausgreifen von Elektronen aus einem zweidimensionalen Elektronengas:
Ein angelegtes Magnetfeld sorgt dafiir, dass die danach in einem quasi-eindimensionalen
Kanal mit der Oberfldchenwelle transportierten Teilchen in einem kontrollierbaren, reinen
Spinzustand vorliegen, mit dem sie dann magnetisch - ohne raumliche Streuung, sondern
nur aufgrund des nahen Vorbeilaufens — mit den raumlich festen Storstellen wechselwirken
koénnten. Durch Anpassung der Propagationsgeschwindigkeit sollte dann die Wechselwir-
kungszeit regulierbar sein.

Welche Beziehung besteht nun zu den Quantenpunkten aus Ref. (Loss u. Sukhoru-
kov 2000)? Es stellt sich heraus (siche auch Burkard u. a. 2000, Kap. 6.3), dass die in der
Veroffentlichung beschriebene effektive Austauschkopplung zwischen den Spins der Elek-
tronen in Reservoir und Quantenpunkten tatsachlich identisch zu unserer effektiven Spin-
Umklapp-Wechselwirkung von Sondenelektron und Spin-3 Stérstellen ist. Wir kénnen da-
her das Problem der Detektion von Verschrinkung mit unseren sehr viel einfacheren hand-
werklichen Mitteln diskutieren.

3. Realisierung des Singulettzeugen

Nach der Besprechung der physikalischen Situation beschéftigen wir uns nun mit der
Implementierung von Verschrinkungszeugen. Wir betrachten dazu allgemein Zeugen der
Form

(45) Wy=1-2 U|(D+)1212(®+|UTa

wobei |®, ),, = (]00),, + |11),,)//2 der kanonisch maximal verschrinkte Zustand (Hayashi
2006) der Qubits 1 und 2 ist und zu den vier Bellzustinden gehort. Fiir U wollen wir nur
lokale, d.h. hier unkorrelierte, unitire Transformationen der Art U = %4 ® ¥, mit belie-
bigen %, ¥ € U(2) = U(1) x SU(2) zulassen, wobei U(1) die multiplikative Gruppe aller
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ABBILDUNG 4.3. Elektronisches Aharonov-Bohm-Interferometer mit
Spin—%—Stérstellen 1, 2 und magnetischem Fluss ®@. Das durch den Ring
propagierende Elektron stof8t auf zwei sich gegenseitig ausschlieflende
Pfadalternativen: Entweder besucht es die erste Storstelle, indem es Arm
A wihlt, oder es wechselwirkt mit der zweiten auf Weg B, jeweils beschrie-
ben durch den Spin-Flip-Hamiltonian der Gleichung (4.4).

komplexen Zahlen mit Absolutbetrag 1 bezeichnet: U(1) = {z € C||z| = 1}. Der Erwar-
tungswert des Zeugen Wy ist nichtnegativ fiir alle separablen Zustinde, denn der Uber-
lapp eines jeden separablen reinen Zustands, d.h. eines jeden Produktzustands, und dem
maximal verschrankten Zustand U|®. ),, ist %, siehe Anhang A, Unterabschnitt 3>. Daher
detektiert Wy alle verschrankten Zustinde p,, mit ,,{(®,|Up,, U[®,),, > % Die Idee ist
im Folgenden, zunichst fiir eine bestimmte Transformation U eine Konfiguration der Pa-
rameter (ii)-(v) mit O,, o< Wy zu finden. Mit dieser als Grundlage sollen anschlieflend
weitere Konfigurationen nun aber fiir beliebige U mittels lokaler unitdrer Transformatio-
nen bestimmt werden.

Die folgende Wahl der vertrauten Parameter realisiert nun den optimalen Verschrin-
kungszeugen®

1 0 0 O
0 0 1 0
(46) Wo=1- 2|\P—>1212(\P—| = 01 0 0
0 0 0 1

des maximal verschrinkten Singulettzustands |V_),, = i02|®, )., = U|®,),,:

(ii) Durch die Wahl OQ = 0(12 werten wir die Kohdrenzen des Quantons zu gleichen Tei-
len aus. In einer symmetrischen Anordnung wie der der Abb. 4.3 findet die Wechselwirkung
in beiden Armen jeweils wahrend der Zeit ¢ statt und induziert die unitare Zeitentwicklung

3
(4-7) TA,B = e_lVA'Bt/h = “I,Z(t) (]1 +0s- 0'1,2) - Zﬁi,z(t) 0'510'11,2
i=1

mit &, ,(¢) = [T; cos(g’ ,¢) —iIT; sin(g! ,¢) und Bi,(t) = el%=* cos((zj g, —g',)t). Seien
nun die Kopplungen experimentell so eingestellt, dass die Wechselwirkung isotrop wird mit
g =g =nlati=1,23.

(iii) Dann ist

(4.8) Tap=e "*(1+0s- 0.,)/2

*Die Wy sind zudem optimal: Aus den Ausfithrungen im Anhang wird klar, dass sich fiir jedes U ein Pro-
duktzustand |y) mit |(y|U|®4)]? = % finden lisst. Die Ebene des charakteristischen Vorzeichenwechsels verlauft
also tangential zu S.

*Die Matrixdarstellung erfolgt hier natiirlich in der Standardbasis des Systems 12.
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und damit % ®° Tg;% o3t = Tg; fiir alle % € U(2). Letztere Eigenschaft, die sich aus der

Isotropie von Tg) in den Generatoren von SU(2) erklirt, erweist sich spiter als besonders
niitzlich.

(iv) Wird der Elektronenspin unpolarisiert gewahlt, ps = 1/2, und (v) verzichtet man
auf dessen nachtrigliche Auslese, Os = 1, erhalt man schlieflich

(4.9) 0,, = trs[ps(TBTOSTA + h.c.)] = %trs[Tg Ty + h.c.] = %(]l +0,-0,)=W_.

Da OQS = or(l2 ist, liegt es nahe, den Erwartungswert (0.,) p., Uber den Interferenzkontrast
bei ¢ = 0 zu bestimmen:

(4.10) (OQ>p(’3 =2p"(0) - 1=(W-),, / (TiTa+ T;TB>PM = %(W_>P12'

Die Detektion verlauft dann wie in Abb. 3.3 auf Seite 22 illustriert: Liegt bei ¢ = 0 destruktive
Interferenz vor, weify man genau, dass die beiden Storstellen verschrinkt waren und dariiber
hinaus der verschrinkte Zustand deutlichen Uberlapp mit dem maximal verschrinkten Sin-
gulettzustand |¥_),, hatte. Demzufolge haben wir an dieser Stelle die Vorhersage von Loss
u. Sukhorukov (2000) wieder gefunden, dass die Aharonov-Bohm-Oszillationen eines im
Singulettzustand verschrinkten doppelten Quantenpunkts ein charakteristisches Minuszei-
chen zeigen.

3.1. Diskussion. Wir wollen mit einem heuristischen Argument zeigen, dass die ge-
genwirtige Wahl der Parameter (i)-(v) wie behauptet eine Situation schafft, in der der In-
terferenzkontrast ein unzweideutiges Kriterium fiir Verschrankung liefert. Wir werden da-
zu sehen, dass der Singulettzustand |W-),, von den drei Triplettzustinden |00),,, [¥4 )., =
(|01}, + [10),,)/+/2 sowie [11),, eindeutig unterschieden werden kann, wihrend das Tri-
plett selbst nicht aufzulosen ist. Da die Projektoren auf diese Zustdnde einen vollstiandi-
gen Satz orthonormaler Observablen bilden, lassen sich die Ergebnisse ihrer Messungen
auch als von-Neumannmessung einer einzigen Observable mit den Eigenzustinden |¥_),,,
[00),,, |+ )., sowie [11),, auffassen. Dies definiert einen Test fiir (4.10), denn préparieren
wir nacheinander diese vier Basiszustande und finden wir darauthin bei einer Messung von
(0(12) Pl den Eigenwert —% tiir den Singulett- und den (dreifach entarteten) Eigenwert % fur
die Triplettzustinde, wissen wir, dass wir bis auf einen irrelevanten Faktor die Observable
(512 = W_ und damit den gewiinschten Singulettzeugen implementiert haben*.

Falls die beiden Spin—%—Stérstellen zu Anfang im Singulettzustand vorliegen, erhalt
nach Gleichung (4.10) die Interferenzfigur verglichen zu den Triplettkonfigurationen die
zusitzliche Phase o = 71, sodass der Interferenzbeitrag bei ¢ = 0 aufgrund destruktiver In-
terferenz minimal und negativ wird. Dies ist gerade das Kriterium, nach dem unterschieden
wird. Nach (2.21) gilt

1 e TETa), + e (T Ts)
(4.11) p’(¢):§+ ZB(TX;A+T]§TB)I:M P =lidcosp(W.),, =1x1cosg.
Tatsédchlich lasst sich dies im Detail verstehen. Zu Beginn wihlten wir das Sondenelektron
in der maximal gemischten Konfiguration, der inkohirenten Uberlagung von |0)s und [1)s
bzw. [1,)s = |)s und |{,)s = |{)s. Wir werden |1)s und ||)s getrennt diskutieren und an-
schlieend die Ergebnisse durch simple Addition zusammenfassen.

Beginnen wir mit dem erstgenannten Zustand. Seien zusitzlich die beiden im Ring
eingebetteten Storstellen in einem der maximal verschrinkten Zustinde |, ), = (|1 ) £
[41):2)/V/2. Aufbeiden Pfaden tauscht das Elektron aufgrund der isotropen Spin-Umklapp-
Wechselwirkung (4.8) seine Polarisierung mit der jeweiligen Storstelle. Die Pfadalternati-
ven konnen nur dann interferieren, wenn die Markerendzustinde auf beiden Pfaden nicht
verschwindenden Uberlapp haben, d.h. sich zumindest teilweise iiberschneiden. Dies sieht
man auch an Gleichung (4.11), wo der Interferenzbeitrag allein durch den Uberlapp von

“Man iiberzeuge sich davon, dass W- = —|W_){\W_| +|00){00] + [ ¥+ )(¥+| + [11){11].
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Ta|t)s|Ws)r, und Tg|t)s|Ws),, bestimmt wird. Da Spinzustinde entgegengesetzer Polari-
sierung absolut unterscheidbar und damit orthogonal sind, spielen fiir die Interferenz bei
|V, )1, nur diejenigen Zustinde der Superpositionen eine Rolle, die auf beiden Pfaden durch
Umbklappen verandert worden sind, d.h.

(412) (T3 Ts)py = (T Ta)py = 5 s (MU TE Tal M )s12 = 3 5o (U )10 = £2.

Gleiches gilt, falls das Elektron zu Beginn im Zustand |} )s polarisiert ist,

(412b) (T3 Ts)py = (T Ta)py = %5 s (WA TE Tal bt )sio = 23 5o (1M )10 = £2.

Alle anderen moglichen Endzustdnde wéren orthogonal. Damit gilt obiges Ergebnis auch
fur die inkohdrente Superposition ps = 1/2. Entscheidend fiir die Funktion als Verschrén-
kungszeuge ist, dass in die Kreuzterme die Phase zwischen |1]),, und ||1),, eingeht.

Widmen wir uns abschlieflend den beiden tibrigen unverschrinkten Triplettzustainden
[11):, und [{),,. Die beiden Pfadalternativen interferieren unter diesen Umstinden nur
dann, wenn das Elektron anfénglich in der jeweils zu den Storstellen gleich gerichteten Po-
larisation vorliegt. Bei der statistischen Mischung ps = 1/2 betrégt die Wahrscheinlichkeit
dafiir 1/2, es ist fiir |11),,

(4132)  (TxTg)py = (T Ta)py = 5 s2{ 1M TE T 1151

B =

und ebenso fiir [{4),,

(413b)  (TiTs)py = (TaTa)py = 3 s (LU TR Talldd)s02 = 1.

Allein fiir den Singulettzustand findet man demnach destruktive Interferenz. Hingegen ist
das Interferenzmuster fiir jeden der drei Triplettzustdnde identisch, man kann sie nicht un-
terscheiden. Damit ist alles gezeigt.

4. Realisierung weiterer Zeugen

Wie angekiindigt wollen wir nun das Ergebnis (4.9) verwenden, um zusitzliche Zeugen
zu implementieren. Diesem Gedanke folgend stellt man zu Beginn fest, dass fiir jede lokale
unitire Transformation U € U(2) x U(2) die Verkniipfung

(414)  Wy=UU'W.OU'=UW_a}U" = (% @ 1,)W_ (% ©1,) = UW %

mit % € U(2) besteht®, denn wie fiir isotrop gewdhlte TX@ gilt fiir den optimalen Singulett-

Zeugen U ®*W_%®*' = W_ = (1 + 0, - 6,)/2. Aulerdem wurde die Abgeschlossenheit
der Gruppe unter der Matrixmultiplikation angewandt. Ferner findet von nun an die Kurz-
schreibweise % fiir (% ® 1,) Verwendung, sofern Verwechslung ausgeschlossen ist. Mit
der unitdren Transformation %/ wird die Ebene des charakteristischen Vorzeichenwechsels
des Zeugen W_ so gedreht, dass er statt beziiglich des Singulettzustands |¥_ ) nun optimal in
Bezug auf den Zustand %;|¥_) ist. Dieser soll im Folgenden die Bezeichnung |¥ ) tragen.
Man sieht sofort ein, dass im Falle % # +1 die Isotropie des Verschrankungszeugen
Wy in den Paulimatrizen gebrochen wird. Beispielsweise kann der Zeuge fiir den Triplett-
zustand |, ), nur als deren anisotrope Kombination geschrieben werden, namlich als

1 0 0 O
0 0 -1 0
(4.15) W, =1(1-0l0, - ol0; +0)0}) = 0 -1 0 0
0 0 0 1

Dies gibt Anlass, tiber zwei mdgliche Implementierungsverfahren nachzudenken.

SDie unitire Transformation U wird kurz nach Gleichung (4.6) auf Seite 29 definiert.
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4.1. Finetuning der Wechselwirkung. Die erste Option stammt von Loss u. Sukhoru-
kov (2000). Sie schlagen das Anlegen eines inhomogenen magnetischen Feldes vor, welches
eine (Berry-)Phasendifferenz (Berry 1984; Zwanziger u.a. 1990) zwischen verschiedenen
Armen des Interferometers und Spinkomponenten erzeugt. Diese MafSnahme bricht sowohl
die raumliche Symmetrie der Wechselwirkung als auch die Invarianz unter Vertauschung
der Spins 1 und 2. In der Beschreibung mittels des Hamiltonians (4.4) kommt diesem Ansatz
ein Abstimmen der Kopplungsstirken {g!,} gleich. Fiir ps = 1/2, Os = 1 gelangt man zu

(4.16) 0., =2{Re(or,a} ) 1 + ¥ Re((a - B1) (a, - p)*) o' ®@ 07}

Da man bei diesem designierten Zeugen Diagonalgestalt in der Paulidarstellung vorfindet,
ist die Zahl der erreichbaren Wy stark einschrankt. Zumindest die vier Bellzustande lassen
sich so jedoch detektieren. Beispielsweise kann die Triplettwitness realisiert werden, indem
die bisherige Wahl g/ = ¢! = /4t fiir alle i = 1,2, 3 mit jedoch zwei Ausnahmen beibehal-
ten wird: Die Komponenten i = 1 und 2 miissen fiir einen der beiden Spins eine stirkere
Wechselwirkung 37/4t sehen®.

4.2. Finetuning der Sonde. Eleganter und leistungsfahiger wire es jedoch, geldnge
die Umsetzung anderer Verschrankungszeugen ohne die Hilfe zusitzlicher magnetischer
Kontrollfelder, sondern allein durch Anpassen und Messen der Eigenschaften des Sonden-
elektrons sowie Bewahren der einfachen isotropen Wechselwirkung. Tatsdchlich ist dies
moglich, denn zu Beginn stof3t man wegen (4.9) auf die Beziehung

(4.17a) Wy = % trg [%1 TBT TA%IJr + h.c.],
die sich unter zweifacher Verwendung der Identitit 74 Ty)%f =U Ty) Us sofort in

(4.17b) = Dtrs[ U TRUS Ta + U T U Ts |

verwandelt. Um das Ergebnis in der gewiinschten Form trg [ ps( T];r OsTy+ Tg Os TB)] schrei-
ben zu konnen - d.h. mit ps ~ % und Os = % -, muss % hermitesch gefordert werden,

was die Wahl der % wie folgt einschrinkt: In der universellen Parametrisierung

(4.18) %:(cosoc]l+isinoc(f1a-a))((l) e?g),

wobei «, 71, 0 € R, #12 = 1, erhiilt man nach kurzer Rechnung
(4.19) H% - @/THHS = 8{c032(0/2) —cos 0 (sin(0/2) sina n,, + cos(6/2) cos oc)z}.

Fiir ein Verschwinden der Hilbert-Schmidt-Norm (und damit % = %) gibt es nur zwei
Moglichkeiten:

0 = kn A a = kn, k, k € Z. Dann ist jedoch % = +1 und ginzlich uninteressant, weil
dies wieder auf W_ zuriickfihrt.

0 = (2k +1)7 A ny, = 0, k € Z. Dieser Fall ist ungleich vielversprechender, man findet
U = (-sinang,,sinangy,cosa) -6=h'-6,dan) +nl =1

(iv) Wir wahlen demzufolge die zweite Moglichkeit, miissen dabei aber einen Kompro-
miss eingehen: Wir definieren pgs = %(]1 + %s) und stellen im Zuge dessen sicher, dass ps
nichtnegativ und somit wohldefiniert ist. Wir nehmen gleichzeitig in Kauf, dass ein solcher
reiner Zustand der Elektronpolarisation mit heutigen Mitteln der Spintronik nicht herzu-
stellen ist (Braun u. a. 2004).

°Fiir |®+ );, sind es dann die Komponenten i = 1und 3, den Verschrinkungszeugen zu |®_),, realisiert man
mit der Anpassung von g2 sowie g>.
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(v) Die Sondenobservable setzen wir hingegen einfach zu Os = % fest. Wir haben

(4208)  (Oqs)py, = (On)pn /AT Ta + T Tp)

(4.20b) = ((A)lz)pn /2

(4.20¢) (W), + {{ %+ W),

Im eingeschlagenen Mittelweg weicht also die auf dem Zielsubsystem operierende Observa-
ble O,, vom gesuchten Zeugen Wy, ab. Es muss untersucht werden, ob der Erwartungswert
(4.20c) im Falle von Verschriankung ein verwertbares charakteristisches Verhalten zeigt und
insbesondere, inwieweit ein verschrinkter Zustand detektiert werden kann. Sei dazu |y'),,
ein beliebiger separabler wie auch reiner Zustand des Zielsubsystems 12. Die Restriktion auf

reine Zustinde erfolgt ohne Beschrinkung der allgemeinen Giiltigkeit der nun folgenden
Argumentation’. Man berechnet zunéchst

(4'213) 12(V/|Olz|w>12 = 12(W|%{W— + %(%1 + %—)}%1|W>12’

wobei jedoch durch |¢'),, = Z|y),, gleich ein neuer Produktzustand gegeben ist. Demzu-
folge konnen wir fir obigen Erwartungswert auch

(4.21b) = 12(1//’|W—|1//)12 + %12<V/|%|V/>12 + %12<‘//|%|‘//>12

schreiben. Mit der Parametrisierung |y')..,(y/| = $(1 + b -e)(1+p.-a,), |p;2| =1,
finden wir im Anschluss daran

(4.21¢) = %(1+ﬁ:-i);+ﬁ'~ﬁi+ﬁ'-ﬁ;)
und erkennen schliefilich, dass fiir alle separablen Zustinde p,, der fragliche Erwartungs-
wert (Oqs) p, Dur Werte von —3+ bis 1 annehmen kann. Liegt ein Ergebnis (Oqs) phs < -1
vor, war p,, demnach verschréinkt. Es gibt zwar keinen charakteristischen Vorzeichenwech-
sel wie sonst bei Verschrankungszeugen iiblich, aber die Unterschreitung des Schwellenwer-
tes —é ist wie sich hier herausstellt als Kriterium fiir Verschrankung ebenso geeignet.
Vielleicht sollte am Rande die Bemerkung erlaubt sein, dass, falls man auf den charakte-
ristischen Vorzeichenwechsel besteht, dieser durch Anpassung der Quantonobservable O

herzustellen ist: Sei zunichst allgemein O = u 04 + v 0 + w 0§ Dann ist kurz gesagt

(4.22a) élzvaU+(u+%)(%1+%2)+wﬁ'~(01><02)
und tatsdchlich koénnen die Parameter so gewéhlt werden, dass 0,, gleich

(4.22b) =Wy
ist: Man liest aus Gl (4.22a) ab, dass dies mit v = 1 = —2u sowie w = 0 gelingt.

4.3. Sortierungvon Messergebnissen. Widmen wir uns dariiber hinaus der Frage, ob
eine Detektion der maximal verschrinkten Zustinde |Wq, ),, auch tiber die aller Voraussicht
nach simplere Messung der relativen Detektionsintensitat einer einzigen Interferenzfigur
moglich ist. (Oqs) pys Wird zwar durch die Interferenz mitbestimmt, der Erwartungswert
ldsst sich aber im Allgemeinen nicht elementar aus lediglich einem Interferenzbild gewin-
nen und im Speziellen hier nicht, da Os = %% keinen Projektor definiert. Daher ist zu unter-
suchen, ob die Sortierung in (jeweils durch das Resultat der Messung von Og gekennzeich-
nete) Subensembles der In-situ-Messung von {Oqs) pl,s Uberlegen ist. Das Verfahren wurde

“Jeder gemischte Zustand p ldsst sich als Konvexkombination reiner Zustinde darstellen: p = Y, pi|y; ){(vil.
Dabei summieren sich die Wahrscheinlichkeiten p; > 0 (aufgrund der bekannten Anforderung an die Spur) zu
Eins, esist }; p; = L. Der Erwartungswert einer Observable, beispielsweise des Verschrankungszeugen W, schreibt
sich somit auch (W), = ¥; pi{yi|W|y;). In der Summe tauchen die Erwartungswerte beziiglich der reiner Zu-
stande auf. Lésst sich fiir diese eine obere (untere) Schranke angeben, kann auch der Erwartungswert beziiglich p
diese nicht iiberschreiten (unterschreiten).
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abstrakt bereits in den Abschnitten 2.1 und 2.2 ab Seite 19 vorgestellt. Die Spektralzerlegung
von %s lautet trivialerweise

(423)  Os=1(1+%)-1(1-)=pb" - p0).

4.3.1. Betrachten wir zundchst 13§+) und verallgemeinern auf Oq = u 0y + Vv ah + W aph
Schnell findet man

(4242) 05 =%, o(ilOqli)q trs[ps TTP{7) T;]
(424b) = utrs[ps(TzPA’S(+) TA + Tgﬁs(-'—) TB)]
+ V'[I‘s[ps(Tgps(+) TA + szs(+) TB)]
+iw trs[ps(TIIﬁs(+)TB - Tgps(+) TA)]
(4.24¢) =ul+3(Wo+ Wy) + 3 (u+v)(%+ %)
(4.24d) = U ([P )ian (Vo] + Y2 o (W |) + 3 (u +v) (1 + %)%

Der Beitrag von 63 verschwindet, da trs[ ps TIPS T ] = trs[ ps THPS) T, ]. Der Ausdruck
(4.24d) gibt uns sogleich die Spektraldarstellung, die wir zur Analyse benétigen. Aus ihm
geht hervor, dass 04 die Summe von Projektoren auf zwei orthogonale Unterrdume ist:
Mit dem zweifach entarteten Eigenwert u wird auf die separable inkohédrente Summe der
beiden orthonormalen, maximal verschriankten Zustinde |¥_),, und |¥¢ ),, projiziert. So-
mit unterscheidet Ol(: ) nicht zwischen dem Singulett- und dem via % unitér dquivalenten
Zustand. Bei + (1 +% )®* handelt es sich derweil um den Projektor auf den Produktzustand

[¥)1y)., wobei [y)(y| = 2(1 + % ). Der zugehérige Eigenwert lautet 2(u + v). Man zeigt
leicht, dass dieser separable Eigenzustand ebenfalls orthonormal zu den beiden anderen
ist. Da die zwei auftretenden Projektoren unverschréinkt sind, vermag die Observable kein
Zeuge zu sein, sodass dieses Subensemble als irrelevant verworfen werden muss.

4.3.2. Stattdessen soll die Auslese beziiglich des Eigenzustands ﬁ’s(_) zum Eigenwert -1

erfolgen. Die auf dem Zielsubsystem operierende Observable 05 ist
(4.25) (51(2_):u]1+%(W_—WU)—§(%1+%2)—wﬁ'o(al><az)

Der vergleichende Blick zu Gl. (4.24c) ist an dieser Stelle ausdriicklich erwiinscht: Statt der
inkohérenten Summe von |¥_),, und |¥ ) enthdlt Gl. (4.25) nun deren Differenz, denn
W_ = Wy = 2(|¥o )iz12{ ¥ | = [¥-}1212(¥-|). Durch die Wahl u = w = 0, v = 1 wollen wir
uns auf diesen Term beschrianken. Mit trg [ps(T;ﬁ’S(_) Ty + T;PS(_) TB)] =1- %(%1 +U)
fuhrt Gl. (4.25) zum Ausdruck
12(\P% |P12|\P%>12 - 12<\P—|P12|\P— )12

1 - %(q{l + %)Pn

fiir den Erwartungswert der Quantonobservablen.

(426)  (Oq), =

Wir tiberlegen uns nun, ob mittels oy’ Verschrankung detektiert werden kann. Der
maximale Uberlapp von |¢),, und U|®.),, fiir beliebige lokale U und Produktzustinde
|[):. wurde bereits mit  identifiziert. Naturgeméf schliefit dies die Zusténde [¥_),, und
| )12 ein. Zundchst haben wir also

-1

(4.27) _% < 12(‘/’|©1(2_)|‘/’>12 = [ (V¥ )ol® = (Y- ) = %131 c(1-n'od) p, < %
Offenkundig werden die Schranken angenommen und die Menge der separablen Zustinde
wird zwischen den Ebenen {p,, | (Of; ) )., = +3} eingeschlossen: 0% detektiert simultan
den Singulett-Zustand |¥_),, wie auch den Zustand |¥ ),,, beispielsweise also einen der
drei anderen paarweise orthogonalen Bellzustinde |®_),, = =0} |¥_).,, i|®+ )12 = 02|¥-).2
oder [¥, ), = 0°|¥_),,. Leider konnte keine Konfiguration Oq = u 0d+v oy +w 0§ gefunden
werden, fiir die es einen charakteristischen Vorzeichenwechsel gegeben hitte.
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|\POZ/ )12

Wy

ABBILDUNG 4.4. Skizzenhafter Schnitt durch den Operatorvektorraum
zur Veranschaulichung des Detektionsbereichs der effektiven Observa-
blen O5. Die Farbe ® steht dabei fiir die verschrinkten, () hingegen
fir die separablen Zustinde. Auf den beiden gepunkteten Linien lie-
gen die Zustidnde der Beispieliiberblendungen p,, und p,, aus Gl. (4.28)
bzw. (4.30). Auflerdem ist der beziiglich p,, optimale Verschrankungs-
zeuge Wy mit schraffiertem Detektionsbereich eingezeichnet, den wir ur-
spriinglich realisieren wollten und in Gl (4.22b) erhielten. Einerseits las-
sen sich mit Hilfe der Observablen Ol(z_ ) verschrinkte Zustinde detektie-
ren, die Wy nicht detektiert, und andererseits ist mit Wy, eine Bezeugung
von Verschriankung in Bereichen moglich, in denen 0% blind ist. Sehr
gut deutlich wird hier auch, wie S durch die charakteristischen Ebenen

{pr2] (01(2_ ) )p., = %3} eingeschniirt wird.

Um das gewonnene Bild der Observable éf; ) u schirfen, wollen wir zum Test die Er-
wartungswerte einiger Beispielzustinde ausrechnen. Wir beginnen mit der Uberblendung

(4.28) pra(p) = PV Yoo (V| + (1= P)[¥% )12 (¥ |5

wobei fiir den Parameter p Werte zwischen 0 und 1 erlaubt sind. Die Mischung p,, ist ver-
schrinkt fiir alle p # 1 und erreicht augenscheinlich maximale Verschrankung fiir p = 0
und p = 1. Die gleichgewichtete inkohérente Mischung (p = %) identifizierten wir im Ub-
rigen bereits im letzten Unterabschnitt als separabel®. In Abb. 4.4 ist p,,(p) als gepunktete
Verbindungslinie zwischen |¥ ),, und |¥_),, gezeigt. Am Berithrpunkt mit S ist p selbst-
verstandlich gleich 1. Der Erwartungswert der Observable oy’ betragt

(429)  (O0);, =1-2p

1
2

lich, welche Zustinde man nicht mittels Of; ) als verschriinkt identifizieren kann.
Als zweites Beispiel wihlen wir die linearen Uberblendungen mit 1/4 der Art

und liegt damit im blinden Intervall [—%; ] fur i <p< %. Aus der Illustration wird deut-

(4.30) ﬁlz(P) = %P]l + (1 - %P) |\P% >1212<\P%|3

®Die Concurrence betrigt C(p1,) = [2p — 1|. Was wiederum die Concurrence ist, wird in Anhang A erklirt.
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wobei wieder 0 < p < 1°. Fiir diese erhalten wir

1, p=0
9O, =1-2p= {3 P12
(431) (Olz )P]z 3P 0, p = 3/4, dh P12 = ]1/4
-1/3, p=1

und folglich verlauft die Uberblendungsstrecke {p,,|p1> = 1,0 < p < 1} nicht senkrecht
zur charakteristische Ebene {p,, | (Of; ) )p., = 3 }» wohingegen dies fiir Wy, dem optimalen
Verschrankungszeugen beziiglich p,,, der Fall gewesen wire. Auch diese Feststellung ist in
AbDb. 4.4 veranschaulicht.

Uberpriifen wir nun abschlieend den Nutzen von Of; ) Eine nicht verschwinden-
de absolute Detektionsintensitit und ferner ein auswertbares Interferenzmuster konnen im
selektierten Subensemble k = —1 nur vorliegen, wenn der statistische Operator des Marker-
subsystems 12 zu Beginn die Bedingung

(4.32) U+ W)y, #2

erfiillt, siche (4.26). Andernfalls liegt der finale Elektronzustand in einem orthogonalen
Unterraum beziehungsweise der gewiinschte Prozess findet schlicht nicht statt und kann
daher mitnichten selektiert werden. Der Nenner in (4.26) beeintrichtigt ungliicklicher-
weise auch den Charme unseres Ergebnisses: Wir miissen uns ins Gedéchtnis rufen, dass

nicht (Ol(z_ )) p..» Sondern (OQ)p<_) diejenige Messgrofie ist, die aus der Detektionsintensitét
Q

p7)(¢) gewonnen wird. Wihrend bei Vorliegen eines charakteristischen Vorzeichenwech-
sels - beispielsweise im Fall der W_-Konfiguration ps = 1/2, O,, = 1 - die Erwartungswerte
von O,, und Oq unabhingig vom tatsichlichen Wert der Ensemblewahrscheinlichkeit die
gleiche Aussagekraft bieten, reduziert der Fund

(4.33) 0<1- %12<w|@/1 +@/2|w)12 =1- %(i)l +i)2)'ﬁ, <2

den Wert der effektiven Witness %(W_ — Wy): Separable und verschrankte Zustinde des

Zielsubsystems vermag (OQ)p(_> mit Oq = 04, nicht zu trennen. Man zeigt leicht, dass in
Q
beiden Fillen der Interferenzbeitrag V cos a bei Phasenverschiebung ¢ = 0 beliebige Werte
von -1 bis 1 annehmen kann.
Als Losung kdme nur ein Verfahren in Betracht, dass die Ensemblewahrscheinlichkeit

zu rekonstruieren vermag, um ihren stérenden Einfluss zu beseitigen. Diese besagt schlief3-
lich, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von (135(_)) oL = > - XU + )y, der Zustand des
Sondenelektrons durch die projektive Messung auf % (1 - %) reduziert wird.

SCHLUSSBEMERKUNGEN

Die Suche nach Verschriankungszeugen in unserem mesoskopischen System bestehend
aus einem ballistischen Elektron und zwei in einem Aharonov-Bohm-Ring eingebetteten
Spin—%—Stérstellen ergab problemlos zunichst den Zeugen W_. Mit diesem kénnen ver-
schrinkte Quantenzustinde nachgewiesen werden, die einen geniigend groflen Uberlapp
mit dem maximal verschréankten, total antisymmetrischen Singulettzustand haben. Ferner
konnten die Sensitivitdt des Interferometers auf Verschrankung im Detail verstanden und
die Resultate von Loss u. Sukhorukov (2000) bestitigt werden. Bemerkenswert ist, dass die
einfachste Konfiguration - namlich mit einem unpolarisierten Probenelektron ps = 1/2
und nichtselektiver Analyse O = 1 - bereits W_ realisiert.

°Die Uberblendung p;, in (4.30) ist separabel fiir p > %, verschrankt fiir p < % und wire fir % = 1 der im
Anhang A diskutierte Wernersche Zustand bipartiter Qubitquantensysteme, (Werner 1989).
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Mit Kompromissen konnen im Rahmen der Theorie dariiber hinaus viele, zum Singu-
lettzustand durch lokale unitire Transformationen % = #i’- g, dquivalente Zustinde |¥o ).,
ohne Anpassung der Wechselwirkung nachgewiesen werden: Die Implementierung des zu-
gehorigen Verschrankungszeugen Wy ist moglich, wenngleich sein Erwartungswert leider
nicht direkt aus der interferometrischen Detektionswahrscheinlichkeit p’(¢) bestimmbar
ist. Interessante Ergebnisse lieferte auch die Betrachtung von-Neumannscher Messungen

und die Sortierung in Subensembles, wobei sich die Observable (51(2_ ) als besonders vielver-
sprechend zeigte. Mit ihr konnen simultan der Singulett- wie auch ein weiterer, zu [¥_),,
orthogonaler maximal verschrankter Zustand |W ),, aufgespiirt werden. Dies lasst den
Schluss zu, dass im vorliegenden Szenario prinzipiell fast alle verschrinkten Zusténde inter-
ferometrisch detektiert werden konnen. Je nachdem, wie viele selbst auferlegte Forderungen
man fallen ldsst, ergeben sich mehr oder weniger Moglichkeiten. Der charakteristische Vor-
zeichenwechsel ist ein Beispiel einer solchen Forderung.

Zum Abschluss dieses Kapitels verfolgen wir Gedanken zur Durchfithrbarkeit unseres
Vorschlags. In Ref. (Loss u. Sukhorukov 2000) wird eine Kopplung der Quantenpunkte dis-
kutiert: Das Tunneln von Elektronen zwischen den Punkten resultiert je nach Einstellung
der Kopplungsstirke in einem Singulett- oder Triplettzustand als Grundzustand des Sys-
tems. Die Tunnelrate von Elektronen zu und von den speisenden Elektronenreservoirs wird
so eingestellt, dass das System zwischen zwei Tunnelereignissen in den Grundzustand rela-
xiert. Eine fortlauende, aufwindige Préparation des verschrinkten Zustands, wie sie sonst
zur Beobachtung der Aharonov-Bohm-Oszillationen nétig wire, entféllt. Wir klammerten
bisher die Frage aus, ob das hier vorgeschlagene Messprotokoll praktikabel sei: Einerseits
erfordert jede Wechselwirkung erneute Priparation sowohl von Elektron als auch Storstel-
len und andererseits ist nicht klar, ob sich mit verfiigbarer Spintronik der Spin gentigend
exakt beherrschen lasst'®. Wiirde man an experimentelle Realisation denken, miisste man
daher mégliche Fehler abschitzen.

1%Ref. (Braun u. a. 2004) beschreibt theoretisch das Quantenpunkt-Spinventil, ein noch nicht experimentell
realisiertes, mesoskopisches, spintronisches Bauelement.






KAPITEL 5

Die Streuung an Atomen

In einem zweiten Ansatz untersuchen wir die Interferenz von Laserlicht niedriger In-
tensitit, d.h. konkret von einem einzelnen, als Sonde dienenden Photon, welches von zwei
in engen Fallen platzierten Atomen gestreut wird. Dabei soll jedes Atom iiber resonante
Dipoliiberginge zwischen jeweils zweifach entarteten Grund- und angeregten Zustinden
wechselwirken. Da letztere nur wéhrend des Streuprozesses in Erscheinung treten und uns
nur der Langzeitlimes der Wechselwirkung interessiert, bilden die (entarteten Grundzu-
stinde beider) Atome ein effektives Paar von Spin-3-Teilchen, ein bipartites Qubitsystem
also, in welchem es im Folgenden Verschriankung zu detektieren gilt, Abb. 5.1.

Bis hierhin gleicht die beschriebene Situation den Experimenten von Eichmann u.a.
(1993), die sich in ihren Veréftentlichungen ganz der Quantendualitit verschrieben und stu-
dierten (Itano u. a. 1998), wie der Youngsche Interferenzkontrast verschwand, wenn Pfadin-
formationen in den atomaren Grundzustdnden zweier ** Hg"-lonen vorlagen. Tatsichlich
wurden damals nur separable Zustinde prépariert, die moglichen Einfliisse von Verschran-
kung auf das Interferenzbild waren nicht Gegenstand der Forschung. An diesem Punkt ge-
hen wir tiber deren Studie hinaus und verwenden im besonderen die Interferenzfigur, um
mit der besprochenen Methode Verschrankung zwischen den Atomen zu erkennen.

Da wir uns allein auf den Einfluss der internen Besetzung der Atome konzentrieren
wollen, nehmen wir an, dass die Falle sie so steif festhalt, dass ihre Schwerpunktsfreiheits-
grade vollstindig ausgefroren sind. Demzufolge konnen sie keine Pfadinformationen spei-
chern, wie es andernfalls durch den atomaren Riickstof$ der Fall ware (Wickles u. Miiller
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ABBILDUNG 5.1. Interne Struktur eines der beiden Vierniveauatome. Bei
der Streuung eines Photons gibt es zwei mdgliche Arten von Prozessen,
namlich solche, die die magnetische Quantenzahl erhalten und andere,
bei denen sie sich beim Ubergang zwischen Grund- und angeregtem Zu-
stand dndert. Die Prozesse erster Gattung nennt man 7z-Uberginge, kop-
peln im obigen Bild senkrecht und sind durchgezogen dargestellt, —.
Letztere koppeln hingegen gekreuzt und sind unter der Bezeichnung o-
Ubergiénge bekannt, — —. Wenn das Atom das einfallende Licht streut,
werden sich entweder die Anfangs- und Endgrundzustandskonfiguration
nicht unterscheiden - dies nennt man Rayleighiibergang — oder es kommt
zum entarteten elastischen Ramaniibergang, bei dem sich die magneti-
sche Quantenzahl dndert.

39
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2006)". Gleichzeitig soll die Wellenlinge des einfallenden Photons sehr viel grofier sein als
der Bohrsche Atomradius, was die Beschreibung der beiden Atome als ideale Punktstreuer
in Dipolnaherung legitimiert. Durch geniigend grofle Wahl des Abstandes r,, = |r, — 14
kénnen Wechselwirkungen zwischen den Atomen minimiert werden, wir gehen insbeson-
dere davon aus, dass er stets betrachtlich grofler als die Photonwellenldnge ist, kr,, > 1.
Letztere wird so gewahlt, dass nur diejenigen Dipoliiberginge relevant sind, deren Bohrfre-
quenz gerade fiwg, den energetischen Abstand der gewiinschten jeweils zweifach entarteten
Grund- und angeregten Niveaus, betrdgt. Damit es zur gesuchten quasiresonanten Streuung
kommt, muss also die Verstimmung w—w, sehr viel kleiner sowohl als die inverse Lebenszeit
1/T des angeregten Zustands als auch der Abstand zu etwaigen unerwiinschten benachbar-
ten Zustanden sein. Schliefilich muss noch durch Senken der Laserintensitit gewéhrleistet
werden, dass nur ein einzelnes Photon mit den Atomen wechselwirkt.

1. Die Wechselwirkung zwischen Photon und Atom

In diesem Abschnitt werden wir ein theoretisches Geriist zur Behandlung des reso-
nanten Dipoliibergangs kennenlernen. Dies bedeutet zunéchst, sich mit dem ungestorten
Hamiltonoperator H, sowie den Wechselwirkungstermen zu beschéftigen, um zuletzt iiber
die Resolvente die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen Eigenzustédnden von Hy be-
rechnen zu konnen. Es handelt sich um die Wiederholung bekannter Methoden (Cohen-
Tannoudji u. a. 1998) und Konzepte (z.B. Miiller u. Miniatura 2002, Abschnitt 2), deren un-
mittelbares Verstandnis fiir die Fragestellungen dieser Arbeit nicht erforderlich ist. Es liegt
daher nahe, sich zunéchst den ab Seite 42 folgenden Abschnitten zuzuwenden und erst bei
Bedarf zuriickzukehren.

Wie in Aussicht gestellt beginnen wir mit dem Hamiltonoperator H, des ungestorten
Systems, den wir als Summe Hy = Ha + Hyr des Hamiltonians

2
(5.1) Hy = hwg Z P

a=1

und des Beitrages des freien Feldes

(5.2) Hp=h) wka;,ax:

ke
einfithren. Der erstgenannte Anteil berticksichtigt allein die interne Struktur der Atome und
besteht im Wesentlichen aus Projektoren

Je
(5:3) Pea = Z |]eme>atx(]eme| = (2]6 + 1) dgg . dge = ngg . dge
Me=—Je

auf das Multiplett der angeregten Niveaus des Atoms & und tragt offensichtlich dem Um-
stand Rechnung, dass bei der Anregung eines Atoms die Energie hw, investiert werden
muss’. Bei den d“ (d“ ) handelt es sich um die irreduziblen Dipolitbergangstensoropera-
toren erster Stufe zw1schen Grund- und angeregtem (angeregtem und Grund-) Zustand.
Entwickelt in der sphérischen Basis 4, g = —1,0, 1, lauten sie

1
(5.42)  dg, = q;l deg(q) &g =dg = Z dge(q) &

"Wobei noch im Detail zu kldren wire, ob der dynamische Zusammenbruch der Interferenz verursacht
durch thermische Freiheitsgrade in der Falle tiberhaupt Auswirkungen auf das Verschrankungskriterium hat, sie-
he Abb. 3.3 auf Seite 22. Vorausgesetzt, der verschrankte Zustand wird nicht durch thermische Anregung a priori
gestort, sollte sich durch die Badwechselwirkung keine zusitzliche Phase o ergeben.

*Der Projektor auf die Grundzustinde lautet derweil Py = Zlg =T gmg)aa(Jgmg| = (2Jg +1) dg. - d

24, - dYy.
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mit Koeftizienten - hier zur Vollstandigkeit in allgemeinster Fassung -

(5.4b)  dgy(q)

I

mgme
—J.—m 1 e
(5.4¢) = > (- e(,{lgg g _Ime)|feme>aa<fgmg|
respektive
(5.4d) dg.(q) = (_I)Ie_lg Z Ueme Lallgmg) |]gmg)aa<]eme|
8 ighe V2Jg+1
(5.4€) = > () g(,{lgg g _]me)|]gmg)w<feme|‘

In den obigen, sich aus der Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems (Edmonds 1996) er-
gebenden Darstellungen wird von den Clebsch-Gordan-Koefhizieten wie auch, in der alter-
nativen Formulierung, dem Wigner-3j-Symbol Gebrauch gemacht. Zusammen bilden die
Ubergangsoperatoren den Dipolmomentoperator i”, es gilt

(5.5) i = (Tellsll]g) (deg + dg. ) »

wobei deg = (Je||f#||Jg) dessen reduziertes Matrixelement ist und experimentell festgestellt
werden kann. Dessen genauer Betrag ist fiir das weitere Vorgehen jedoch unwichtig.

Die Summation im Feldhamiltonian (5.2) erfolgt sowohl iiber alle Feldmoden k, die im
Quantisierungsvolumen L enthalten sind als auch iiber die beiden méglichen transversalen

Polarisation & = &(k), die mit k ein orthogonales Dreibein bilden. Die Operatoren a,(;_)
erfillen die bosonische Vertauschungsrelationen [ay s, azé] = O Osers [a,(:,rg,, a,(c?] =0,

wobei a}, aus dem Vakuumzustand |0) den Fockzustand |k&) eines einzelnen Photons mit
Wellenvektor k und Polarisation & erzeugt, wahrend ay; ihn wieder zu vernichten vermag.
Die Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Atomen und Photonen erfolgt in Di-
polnaherung und Géppert-Mayer-Eichung®: Hy wird um
(5.6) Var=h). ; oy (1ake (dg‘g + dge)o gelkre 4 h.c.)
o €

zu H = Hp + Hy + Vg ergénzt, wobei

Jg) ;LZ -2
80L h
Rabifrequenzen fiir die Vakuumfelder definiert. (5.6) beschreibt die Kopplung von Vaku-
ummoden und Dipolmomenten der Atome und deckt hier zunéchst resonante und - im
gleichen Maf - antiresonante Prozesse ab. Nahe der Resonanz konnen wir aber auf die
Rotating Wave Approximation (Cohen-Tannoudji u. a. 1998) zuriickgreifen und uns auf die
resonanten Terme beschranken. Zudem kann hier das quantisierte elektrische Feld an den
Schwerpunktskoordinaten r, der Atome ausgewertet werden, da wir sie als Punktstreuer
approximieren. Des Weiteren wird die Quantisierungsachse im Folgenden parallel zur Rich-
tung des einfallenden Lichts, k, gewahlt, fiir welche wir wiederum die positive z-Richtung
vorgeben.
Um die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die elastischen Uberginge vom Anfangszu-
stand [i) = [{m}, k&) zum Endzustand |f) = |{m'}, k'¢’) fiir den Fall zu Unendlich tendie-
render Wechselwirkungszeit T spezifizieren zu kdnnen, muss das Matrixelement

(5.8) = (limroee U(T/2,-T/2)i) = 85 - 27 8( 0’ - ) T/ h

1 N
(5‘7) o, = E(]e 14 deggwk

*In dieser Eichung weicht der kanonische nicht wesentlich vom kinetischen Impulsoperator ab. Sie ist die
relativistische Verallgemeinerung der Langeneichung, bei der die beiden Operatoren identisch sind, und kann auf
ebene Wellen angewandt werden, (Cohen-Tannoudji u. a. 1997).
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des Streuoperators .7 ausgewertet werden. U bezeichnet an dieser Stelle den Zeitentwick-
lungsoperator U im Dirac- respektive Wechselwirkungsbild beziiglich V. Der diagonale
Term & beriicksichtigt den ungestreuten Anteil, wihrend das Diracsche ¢ die Energieer-
haltung des Prozesses gewihrleistet. Wir sehen hieran, dass .7, der Ubergangsoperator, fiir
sich allein genommen im Allgemeinen weder unitir noch spurerhaltend ist. Dessen Ma-
trixelement liegt wiederum als

-9 Th=(V+VG(ho+in)Vli)

verstandlicherweise mit Abhangigkeit vom Wechselwirkungspotential V vor, wobei sich die
Retardierung der als Fouriertransformierte des Zeitentwicklungsoperators

2mi

(5.10) U(T/2,-T/2) =5~ /oo e BT/ liﬁ)l G(E +in) dE
—oo n

gegebenen Resolvente G im infinitesimal positiven Parameter # ausdriickt. G ist unterdes-
sen als Bornsche Reihe

(5.11) G(2) = Go(2) + Go(2) VGo(2) + Go(2) VGo(2) VGo(z) + ...

mit der Resolvente Go(z) = (z — Hy) ™' des ungestorten Hamiltonians gegeben. In dieser
Reihe sind nur diejenigen Summanden fiir uns von Belang, die in einem physikalischen
Prozess von |i} zu |f) vermitteln.

2. Einfachstreuung

Zunichst werden wir die Einfachstreuung des Eichmann-Experiments studieren, die -
bei fiir beide Atome gleichem effektiven Wirkungsquerschnitt — ein symmetrisches Young-
Interferometer realisiert, Abb. s5.2. (i) Die Alternative A kennzeichnet den Fall, in dem das
Photon mit dem ersten Atom streut, wihrend auf Weg B das Atom 2 besucht wird. Der Ab-
stand der beiden Atome muss so angepasst werden, dass Streuordnungen hoher als die Ein-
zelstreuung sehr unwahrscheinlich werden. Damit wird der Transfer von Wahrscheinlich-
keiten zwischen den Pfaden durch Austausch virtueller Photonen bei Dipol-Dipol-Wech-
selwirkung in sehr guter Naherung ausgeschlossen, was eine Voraussetzung des in Kapitel
3 entwickelten Rahmenwerks war.

Bevor wir die Auswirkungen von Verschriankung in diesem System erforschen kénnen,
bedarf es einiger Ausfithrungen handwerklicher Natur. Der nun folgende Unterabschnitt
2.1 stellt eine Fortsetzung des technischen Paragraphen 1 dar. In ihm werden wir die Uber-
gangsoperatoren T4 und Tj fiir die Einzelstreuung ermitteln. Daran anschlielend soll die
geometrische Beschreibung der Anordnung festgelegt werden. Erst danach in Abschnitt 2.3
ab Seite 45 wird uns klar werden, warum es sich lohnt, dieses quantenoptische Szenario im
Hinblick auf die Implementierung von Verschrankungszeugen zu untersuchen.

2.1. Wie lauten die pfadkonditionierten Streuoperatoren? Aquivalent ist die Frage
nach dem Ubergangsoperator fiir die Streuung eines Photons an einem einzigen Atom am
Ort r. Zur Beantwortung richten wir unseren Blick auf ein ganz bestimmtes Matrixele-
ment des in Unterabschnitt 1 behandelten Streuoperators ., nimlich (f]VGy Vi) - dies
entspricht .7 bei alleiniger Berticksichtigung des ersten Summanden der Bornreihe (5.11).
Nach Summieren iiber alle virtuell angeregten Zwischenzustinde und Ausintegrieren der
Feldmoden findet man

o hzgi i(k=k")r /.7
(5.12) (lVGo Vi) = (@ —wo) 1112 e (m

(&7 dg.)(d.,-2)

wobei im Zahler des ersten Vorfaktors die quadrierte Rabifrequenz und in dessen resonan-
tem Nenner die Verstimmung von der Lamb-verschobenen Ubergangsfrequenz wj als auch
die um wy zentrierte natiirliche Linienbreite des angeregten Zustands auftauchen. Der sich

m),
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anschliefende Exponentialfaktor beriicksichtigt die geometrieinduzierte Phasenverschie-
bung. Die im Ubergangsmatrixelement auf der rechten Seite von (5.12) vorkommende Di-
poldyade, die nur auf den Spin- % -Grundzustanden operiert, vereinfacht sich wegen der mit
Je=Jg= % verbundenen Symmetrie erfreulicherweise deutlich, man findet (Miniatura u. a.
2007)

(513)  dgod,=¢000.

o ist dabei der Vektoroperator der drei Paulischen Spinmatrizen.

(iif) Mit diesem Wissen lassen sich nun sogleich Operatoren T}y p fiir die Behandlung
der Interferenz eines einfach in kohérenter Superposition an zwei Atomen gestreuten Pho-
tons definieren. Da wir nur am Endzustand p’ des Prozesses interessiert sind - siehe Gl.
(2.20) auf Seite 13 —, dieser augenscheinlich auf dessen erfolgreiche Realisierung konditio-
niert ist und wir demzufolge die volle Information tiber die Wahrscheinlichkeit des Streuer-
eignisses, wie sie .7; bietet, gar nicht bendétigen, steht es uns frei, alle Proportionalitatsfak-
toren wegzulassen und einfach

(514)  Tap=Tiz=01,00,,

zu setzen, Abb. 5.2. Der Index 1,2 ist jeweils die Kennziffer des Atoms, auf dessen Grundzu-
stand die Dipoldyade titig wird.

2.2. Beschreibung der Streugeometrie. T4 p koppelt im Matrixelement (5.12) an die
Polarisationsvektoren &, &’ von einlaufendem respektive ausgehendem Photon. Es soll nun
diese auf reine Polarisation beschrinkte vektorielle Beschreibung durch die allgemeinere
Darstellung des Polarisationszustandes mittels der Stokesschen Parameter ersetzt werden
(Born u. Wolf 1980)* Dadurch wird eine simple Vereinheitlichung mit dem bisherigen For-
malismus fiir einerseits den Anfangszustand ps der Sonde wie auch andererseits fiir die
Observable Os méglich.

In der Parametrisierung der Polarisation ist die Orientierung des Bezugssystems nicht
eindeutig festgelegt. Dies schaftt einen Freiheitsgrad, namlich die Rotation um die Richtung

A Al A
der Propagation, k bzw. k . Von nun an sollen k = z und #,, die x-z-Ebene aufspannen; die
Ebene der transversalen Polarisation des eingehenden Photons ist, um es noch einmal her-

vorzuheben, stets die x-y-Ebene, Abb. 5.3. Die Richtung k', in der das ausgehende Photon
detektiert wird — dadurch erfolgt selbstverstdndlich bereits eine Selektion, siche unten -,

soll iiber die Winkel 9 und ¢ als Abweichung von der urspriinglichen Propagationsrichtung
ausgedriickt werden, i = (sin 9 cos ¢, sin 9 sin @, cos 9). Das Bezugssystem fiir die zugeho-
rige Polarisation wird dann durch die Vektoren &' = (cos 9 cos ¢, cos 9 sin ¢, —sin 9) und
3" = (-sin ¢, cos ¢,0) definiert. Nach diesen einleitenden geometrischen Spezifizierungen

konnen wir den Anfangszustand des Photons angeben, er lautet
T
Aoa X
(515)  ps=(%7)pr '(jo)’

*Oftmals sind sich die Lehrbiicher uneinig tiber die Bezeichnung und Sortierung der Stokesparameter. Ver-
mutlich gab Stokes in etwa die folgende Definition:

po=1 = S0 = ([EP) + (B,

p1=U= Sy =py, =2 Re(E{Ey) = I, cos(2y) sin(2y),
plp2=V =83=p; =2 Im(E{E,) = I, sin(2y),

ps = Q=512 pr = {IEP) — (B, ) = Iy cos(2) cos(2y).

Iist die Gesamtintensitat und I = I- p = |p|, 2y sowie 2 sind sphérische Koordinaten des Polarisationszustandes
zum kartesischen dreidimensionalen Raum, der durch die letzten drei Stokesparameter pi 3 aufgespannt und
durch die Poincarésphire visualisiert wird. Mit p € [0;1] wird der Anteil des rein polarisierten Lichts beziffert. Die
Bezeichnungen Sy, . 3 oder I, Q, U und V finden ebenso Verwendung.
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a7

@ Ty =0,00,
¢a=(k-k")-r,
A 4
k -
“ Tg=0,00,
&
N pp=(k-K')r1,

B

ABBILDUNG 5.2. Pfadalternativen fiir Youngsche Interferenz bei der Ein-
fachstreuung an den Atomen 1 und 2. Das Koordinatensystem wird so
gewdhlt, dass der Wellenvektor k des einlaufenden Photons parallel zur
z-Richtung verlduft. Die Polarisationsvektoren dieses und des ausgehen-
den Photons sind & und &’. Zwischen den Pfaden ergibt sich die geome-
trieabhingige Phasendifferenz ¢ = ¢p — ¢4 = (k- k') - r,,. Sind also
die Richtungen ke sowie &k festgelegt, kann ¢ nur durch Drehung von #,,
oder Anpassung von kr,, manipuliert werden. Experimentell sind beide

Al
Varianten nur schwer durchzufithren, man wirde demnach eher k , die
Richtung der Detektion, leicht variieren.

k.z

(a) (b)

ABBILDUNG 5.3. (a) Auf die von k und #,, aufgespannte x-z-Ebene pro-
jizierte Skizze der Streugeometrie. Der Winkel, um den k' in positiver
y-Richtung aus der Papierebene herausragt, ist ¢ und nicht gezeigt. (b) II-
lustration der Bezugssysteme zur Beschreibung der Polarisation von ein-
laufendem und ausgehendem Photon. k, k' und &' liegen in derselben

Ebene, ' ist immer senkreicht zu k. Die Darstellungen sind stark an die
Zeichnungen in Ref. (Itano u. a. 1998) angelehnt.
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wobei wiederum der Qubitzustand

(5.16) pp = %(]l +p-op)

die Polarisation tiber den Stokesvektor p mit p = |p| € [0;1] charakterisiert®. Die Beziehung
(5.15) definiert eine Einbettung des zweidimensionalen Untervektorraums der Polarisation
in den R?, in dem die Streuung stattfindet. Fiir p = 1 wird pp rein und demzufolge geht ps in
die Dyade 5 £02” iiber. Dies geschieht in Ubereinstimmung mit (5.12). Im Falle vollkommen
unpolarisierten Lichts, p = 0, findet man hingegen ps = %(1 — k o k), den Projektor auf die
transversale Ebene. Dabei ist 1 die 3 x 3-Einheitsmatrix. Fiir die Sondenobservable erhalt
man analog

oI T Al al* 2 A2
A . ~ [x g0, Op=03%0
(5.17) Os=(x,9") - 0p-|" = AN .
S ( }’) P le l—k,Ok,, OP:]l,

wobei Op eine beliebige auf dem Qubit-Polarisationsunterraum operierende Observable ist.

2.3. Warum sollte man Verschrinkung anhand der Interferenz erkennen kénnen?
Wir wissen bereits, dass in den Endzustand p’ des Quantensystems neben der Grundzu-
standskonfiguration der beiden Atome die Richtung und die Polarisation von sowohl ein-
laufendem als auch ausgehendem Photon eingehen, worauf dann das Ensemble der Prozesse
konditioniert ist. Da sich die Endzustiande beider Atome im Allgemeinen voneinander un-
terscheiden, p2 # p2, lisst sich im Prinzip zumindest ein Teil der Information iiber den
Pfad des Photons rekonstruieren. Dies wurde abstrakt bereits im Detail erldutert, es liegt
aber im Sinne der Fragestellung des vorliegenden Abschnitts, sich insbesondere anhand
dieses Systems mit den Begriffen Welcher-Weg-Information, Unterscheidbarkeit der Pfade
und Interferenzkontrast erneut vertraut zu machen. Wir werden dies nun durch beispiel-
hafte Betrachtung mehrerer Situationen angehen.

Gehen wir zundchst davon aus, das Photon sei zu Beginn linkszirkular polarisiert, d.h.
ly)p = (]0)p —i|1)p)/\/2, und die beiden Atome wiren im reinen Zustand |y),, = |01),, =
|= == =).,. Fiir das gestreute Photon, d.h. seine Richtung und seine Polarisation, interes-
sieren wir uns an dieser Stelle nicht. Da wir die Einfallsrichtung 2z als Quantisierungsachse
verwenden, fillt es uns leicht, anhand der Auswahlregeln als einzig moglichen Ubergang die
0~ -Anregung <, zu erkennen. T —ist hingegen ein Dunkelzustand, das Atom entgeht der
Anregung. Dies bedeutet, dass nur Pfad A mit Atom 1 durchlaufen wird; die Wahrschein-
lichkeit fiir Weg B betrigt aufgrund des verbotenen Ubergangs hingegen Null. Dementspre-
chend wird kein Interferenzmuster beobachtet, VV = 0. Da der Experimentator statt durch
eine Messung auf dem Markersystem S12 schon allein durch die soeben angestellen Uberle-
gungen den Ursprung des ausgehenden Photons bestimmen kann, ist die Vorhersagbarkeit
der realisierten Alternative maximal, es gilt P = 1.

Diskutieren wir nun einen anderen, weniger simplen, aber dafiir an Effekten reiche-
ren Fall. Die Polarisation des Photons verdndern wir zu |y)p = |0)p, es ist also linear in
x-Richtung polarisiert. Bei erneuter Betrachtung von |y),, = |= <, % =),, fillt auf, dass
diesmal beide Atome angeregt werden, denn die lineare Polarisation lasst sich auffassen als
gleich gewichtete kohirente Uberlagerung von links- und rechtszirkularer Polarisation. Es
spielen also die o-Uberginge =% und =7 gleichermafien eine Rolle. Wir setzen den De-

tektor in Vorwértsrichtung, also k' = k = 2 In dieser Konfiguration kann aufgrund der
Transversalitit kein aus einem 7-Ubergang ¥ — oder — ¥ stammendes Photon beobachtet
werden. Alle detektierbaren Lichtquanten entspringen daher o-artigen Relaxationen und
dies bedeutet, dass sich im Subensemble der vorwirtsdetektierten Photonen die Grundzu-
standskonfiguration beider Atome wahrend der Streuung nicht dndert, |¢'),, = |y),. Aber,
da bei den Atomen 1 und 2 Photonen unterschiedlicher Helizitit die Ubergénge ausldsen,

*Formal wurde die Intensitat I = 1 gesetzt.
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erreichen absolut unterscheidbare Photonen den Detektor: Von Pfad A stammen linkszir-
kular polarisierte Photonen, diejenigen von Pfad B sind dagegen rechtszirkular polarisiert.
Die Konsequenz ist daher das Verschwinden des Interferenzmusters, denn im Prinzip lie-
Be sich durch eine Messung der Polarisation der Pfad des Photons genau bestimmen. Wir
haben V = P = 0. Es gibt aber eine Méglichkeit, die Pfadinformationen zu tilgen. Dazu
schieben wir einen Polarisator zwischen Atome und Detektor, der nur in x-Richtung po-
larisierte Photonen passieren ldsst. Da sich nach einer solchen Projektion ehemals links-
nicht mehr von zuvor rechtszirkular polarisiertem Licht unterscheiden lédsst, ist somit — ab-
strakt gesprochen - fiir das Subensemble, in welchem das Photon die lineare x-Polarisation
realisiert, der Interferenzkontrast wiederhergestellt. Mehr noch, man beobachtet maxima-
le konstruktive Interferenz im Zentrum der Interferenzfigur, d.h. fiir ¢ = 0. Was passiert,
wenn wir jetzt den Polarisator um die z-Achse drehen? Nach einer Drehung um 7/2 pro-
jizieren wir auf in y-Richtung linear polarisierte Photonen. Diese sind gerade orthogonal
zu den vorherigen. Es stellt sich heraus, dass auch dieser Aufbau als Quantenradierer per-
fekt funktioniert, allerdings finden wir nun destruktive Interferenz bei ¢ = 0. Schlief3lich
entpuppt sich jeder Winkel als geeignet: Konditioniert auf das entsprechende Subensemble
betrégt die Sichtbarkeit jedes Mal V = 1.

Wenden wir uns nun zwei verschriankten Grundzustandskonfigurationen zu. Im me-
soskopischen Fall realisierte die isotrope Spin-Umklapp-Wechselwirkung eine sich in einer
zusitzlichen interferometrischen Phase zeigende Sensitivitit fiir quantenmechanische Kor-
relationen, sieche Abschnitt 3.1 auf Seite 30. Genau wie dort werden wir uns zunachst mit
Singulett- und Triplettzustinden beschiftigen. Sei also durch

(5.18) W) = W) = %Gm)lz +[10),,) = %( e R Iy

der Zustand des atomaren Systems 12 gegeben. Die Polarisation des Photons wéhlen wir wie
in unserem ersten Beispiel linkszirkular, beschrieben durch |y)p = (|0)p —i[1)p)/\/2. Wir
stellen fest, dass wir den ersten Zustand der Superposition (5.18) bereits behandelt haben:
Nur das erste Atom koppelt an das Strahlungsfeld des Photons. Der zweite Zustand ergibt
sich aus ersterem durch simples Vertauschen der Atome, |= =, =3),, = Z,|= . % The.
Dementsprechend liegt hier also auf Pfad A der Dunkelzustand. Wir greifen nun erneut
darauf zuriick, dass Interferenz der Pfadalternativen nur dann vorliegt, wenn die assozi-
ierten Endzustinde des Markers iiberlappen. In den genau dies aussagenden Kreuzterm

(Th-(1- ii'o k,) - Tp)py, gehen aufgrund der verbotenen Uberginge fiir Pfad A nur der
Zustand |= 3,5 =), und fur Weg B ausschlielich + |5 =, = 3),, ein. Wir sehen sofort,
dass deren Phasenbeziehung sich im Interferenzterm wiederfindet. Dariiberhinaus ist sein
Betrag fiir Singulett- und Triplettzustand gleich. Genau dieses Verhalten zeichnete sich im
mesoskopischen Szenario des Abschnitts 3.1 als ausschlaggebend fiir die Detektion des Sin-
gulettzustands [W_).

Es sollen abschlieflend zwei Dinge betont werden. Wenn die Polarisation des Photons
anfinglich rechtszirkular ist, vertauschen sich verglichen zu obigem Fall schlicht die Rollen
der Atome. Uberginge, die verboten waren, sind jetzt erlaubt, und ehemalige o-angeregte
Zustinde sind nun dunkel. Infolgedessen geht die Phasenbeziehung zwischen |= 5,5 =),,
und |= =, =), weiterhin in den Interferenzkontrast bei ¢ = 0 ein. Fiir beide Polarisa-
tionen |y)p, auch in ihrer inkohérenten Superposition - dann wire das einfallende Photon
vollkommen unpolarisiert —, reagiert die Anordnung deutlich auf den Wechsel von symme-
trischer zu antisymmetrischer Grundzustandskonfiguration. Dies geschieht ganz allgemein

und unabhéngig von sowohl der Wahl der Beobachtungsrichtung k' als auch der Auslese
der Polarisation. Wir gehen daher mit Zuversicht zur heuristischen Suche einer Konfigu-
ration (iv), (v) iiber, in der die Triplettzustinde |= =, = )1, |4 )12 sOWie | =, 5 =)1, zu
gleichen Interferenzfiguren p’(¢) filhren. Dann wire der Singulettzeuge W_ realisiert.
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2.4. Implementierung von Verschrinkungszeugen. Die vorangehende Diskussion
hat die Hoffnung genihrt, dass wie im mesoskopischen Szenario zundchst die Konfigu-
ration hochster Symmetrie, ndmlich eines Photons im zu Beginn unpolarisierten Zustand
und ohne jedwede sich anschlieflende Polarisationsanalyse, einen Zeugen liefert, auf dessen
Grundlage weitere Verschrinkung detektierende Konfigurationen bestimmt werden kénn-
ten. (ii), (iv), (v) Wir wéhlen daher pp = 1/2, Op = 1 und konzentrieren uns auf den In-
terferenzbeitrag 1V cos a = (03, pr, bei verschwindendem interferometrischen Phasenfaktor,
¢ = 0. Letzterer kann mittels Manipulation der durch die Streugeometrie gelenkten Pha-
senverschiebung (k — k") - r,, kontrolliert werden, vergleiche Gl. (5.12) und Abb. 5.2. Dann
ist
(5.19a) O, =1 trs[(l —ko k) . Tg -(1- ko k,) Ty + h.c.]

(5.19b) = (1+(IAc-lAc’)2)]l+al~A-02,

wobei A = kok+k ok + (k x k,) o (k x k,) eine unter der Vertauschung von k und
Al
k symmetrische Dyade ist®. Wird die Detektion senkrecht zur Einfallsrichtung vorgenom-

men, 9 = 7/2bzw. k- k' = 0, wird A eine Summe von Projektoren auf drei jetzt orthogonale

Richtungen k, k' und k x IAc,, d.h. gleich der 3 x 3-Einheitsmatrix, A = 1. In (5.19b) wer-
den daraufhin alle drei Spinkomponenten gleich gewichtet. Die Youngsche Interferenz eines
unpolarisierten, in der zur Einfallsrichtung Z orthognalen x- y-Ebene detektierten Photons
realisiert demzufolge ganz ohne Polarisationsselektion bis auf einen irrelevanten Vorfaktor
den Singulettzeugen:

A

(5.20) Opb=1+0,-0,=2W_.

Wegen (T7 - (1- ko k,) “Ta+ Th-(1- ko k,) - Tg)py = 4, giiltig fir beliebige k, &, gilt
dann fiir die Detektionsintensitit in der x- y-Ebene

(5.21) P($)=p' ((k=K)-r,) = % + i cos g (W-),,

und daher 2p’(0) -1 = %(W_)pn.

2.4.1. Physikalische Diskussion — Wie funktioniert der Zeuge? Wir haben bereits gelernt,
dass in den interferometrischen Uberlapp (T} - (1- ko k,) - Tg)p,, stets die relative Phase
zwischen den Zustinden |[= 3, 5 =),, und |& =, = 3),, eingeht und daher die Quantenzu-
stinde |V, ),, durch Auftreten von konstruktiver respektive destruktiver Interferenz unter-
schieden werden konnen. Zum Verstidndnis der Funktionsweise der Verschrankungsdetek-
tion in der soeben ermittelten Konfiguration soll nun physikalisch erklart werden, warum
die Interferenzmuster der drei Triplettzustdnde identisch sind. Zur Erinnerung: Im Spek-
trum von W_ teilt sich das Triplett den Eigenwert 1.

Fiir die Triplettproduktzustinde |= 5, = 3),, und |= =, 5 =),, ist der Beweis leicht.
Zu Beginn teilen wir den maximal gemischten Polarisationszustand des Photons in die in-
kohérente Mischung von links- und rechtszirkularer Polarisation auf und diskutieren diese
getrennt.

Fiir rechtszirkular polarisiertes Licht ist | = &, = ), ein Dunkelzustand. In der kom-
plementiren Polarisation findet jedoch auf beiden Pfaden die 6~ -Anregung =< statt, d.h.
auf Pfad A bei Atom 1 und auf dem Weg B bei Atom 2. Fiir die Relaxation der Teilchen gibt
es die Moglichkeiten ¥ — und 25, wobei senkrecht zur Einfalls- und damit zur Quantisie-
rungsrichtung sowohl der 7- als auch der o-Ubergang beobachtbar sind. Der 7-Ubergang
bricht jedoch die Symmetrie zwischen den beiden Pfadalternativen:

(522) [T Fe=Zu,ewI DntlEns D

SFiir allgemeines Oq = uag + VO‘(IQ + waé lautet die designierte Witness Oy, = 4ul + v{(l + (k- IACI)Z)]I +
o Aot +w(k- k) (kx k) (6,-0,).
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Da diese Zustinde orthogonal sind, enthalt der Term (T7 - (1 - ko k,) - Tg) py, schliefilich
nur den Uberlapp der total symmetrischen Endzustinde, d.h.

(5.23) (Th-(1-k o k') Tp)oy * (o= = =) = L

Wie sieht die Situation nun fiir den anderen zur Diskussion stehenden Triplettzustand
|= =, = =), aus? Tatsdchlich ergibt sich eine analoge Argumentationskette: Es ist unmittel-
bar verstdndlich, dass im Vergleich zu |[= 3, = ), jetzt fiir ein linkszirkular polarisiertes
Photon der Zustand dunkel ist. Im Kreuzterm bleibt schlieSlich tibrig:

(5.24) (Th-(1- ko k,) “Tg)py < {5 Je S5 Tha =1

Da ¢*- und ¢~ -Uberginge gleiche Raten aufweisen, sind auch die in den Interferenzkon-
trast eingehenden Amplituden fiir beide Triplettzustinde identisch. Bei unterlassener Pola-
risationsauslese stimmen daher die Interferenzfiguren iiberein.

Wir verschafften uns bereits in Unterabschnitt 2.3 Klarheit tiber die betragliche Gleich-
heit des Interferenztermes fiir den Singulett- und den verschrénkten Triplettzustand. Wie
sieht es damit aber innerhalb des Tripletts aus? Es wurde bereits erklért, dass im Falle ei-
nes linkszirkular polarisierten Photons wegen verbotener Uberginge ausschliefSlich die Zu-
stinde |= 5, % =),, fur A und |= = = <)y, fir B der Triplettsuperposition |®. ),, zur In-
terferenz beitragen. In der rechtszirkularen Konfiguration ist es gerade entgegengesetzt.
Wir sehen sofort, dass nur die aus 7-Ubergéngen stammenden Photonen interferieren, da
die zirkular polarisierten Photonen aus >~ bzw. =2 die obigen total unterscheidbaren
Grundzustandskonfigurationen hinterlassen. Natiirlicherweise ist die Amplitude aus den 7-
Ubergingen am hochsten, wenn senkrecht zur Quantisierungsachse detektiert wird. Man
iberzeugt sich schlieSlich davon, dass die relevanten Clebsch-Gordan-Koeffizienten gerade
so sind, dass der resultierende Interferenzkontrast mit den zwei anderen Triplettzustdnden
ibereinstimmt. Damit ist die Funktionsweise verdeutlicht.

2.4.2. Aufspiiren von weiteren Zeugen. So schon unser Ergebnis ist, so wenig lasst es
sich jedoch verallgemeinern: Selbst bei willkiirlicher Wahl der interferometrischen Obser-
vable pq, fiir beliebige Richtungen der Photonpropagation und beliebige Polarisationen bei
Einfall und Detektion gelang es nicht, mit Youngscher Interferenz allgemein die Verschrin-
kungszeugen Wy = (% ® 1)W_(%" ® 1) mit % € SU(2) und speziell die Zeugen fiir die
drei anderen Bellzustinde umzusetzen. Was unterscheidet also den quantenoptischen vom
mesoskopischen Fall, in dem das moglich ist? Zunichst lasst sich aufgrund der andersarti-
gen Wechselwirkung die Homomorphie von SU(2) und SO(3) nicht anwenden. Um dies
zu sehen und um einen Vergleich mit der Mesoskopik anstellen zu kénnen, miissen wir die
Ubergangsoperatoren der Einzelstreuung etwas umschreiben. In O,, tauchen Terme der
Form trg [ psoTjTo(A)soT,-] auf, es werden demnach die Freiheitsgrade der Polarisation und der
Ausbreitungsrichtung herausgespurt. Eine dquivalente Modifikation dieses Prozesses lautet

(5.25) trp [PP 7? Op 7;],

wobei die alternativen Ubergangsoperatoren 7; bereits die Propagationsrichtungen enthal-
ten:

(G ooy (&)
(5.26) 77—((?’.01»)01?‘ (3 -oi)al )’

i = A,Bbzw. i = 1,2. Die Matrixdarstellung ist hierbei beziiglich der Standardbasis des
Polarisationsunterraums angegeben. Die Umformulierung hebt die bisherige strikte Unter-
teilung des Markers in Sonde und Zielsystem 12 zum Teil auf. Vorteil dieser Schreibweise
ist, dass nun die transversale Polarisation des Photons direkt mit der Spinpolarisation des
Elektrons aus Kapitel 4 verglichen werden kann. Im Falle zur Einfallsrichtung senkrechter
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Detektion erhélt man dann

+io; Fio]
—sinpl-icospo; —isingo; +cosgl

(5.27) Ti = (

und man bemerkt, dass dieser Operator die im mesoskopischen Kapitel 4 wichtige Eigen-
schaft 2 3T,V /@3 = T nicht erfiillt. Die unitiren Abbildungen lassen sich demzu-
folge nicht auf die Polarisationskonfigurationen allein abwélzen.

Fithrt denn eine kombinierte Anpassung von sowohl Polarisations- als auch Propaga-
tionsfreiheitsgraden zum Ziel? Leider nein, wie man auf die folgende Weise sieht: Unter
Wiederverwendung der Ideen aus dem mesoskopischen Abschnitt sollte der Ansatz

(5.282) Wy < trs[%(l - kOk)~(azoaz)-(1 - kIOk,)~(aloal) + h.c.]%llr

zum Ziel fithren. Tatsichlich existiert fiir jedes % € SU(2) ein Ry € SO(3), sodass gilt:
U(600)%" =Ry -(600)-RL,. Damit findet man

(5.28b) = trs[%(R%— (RY,-k)ok)-(6,00,)-(R,, - IAcIO(R%o k,))~(aloal) + h.c.].

Aufer fiir den trivialen Fall %7 = +1 mit Ry =1wurde keine alternative Konfiguration der

Orientierungen k, i’ sowie dem Anfangspolarisationszustand pp und der Polarisatorobser-
vablen Op gefunden, fiir die (5.28b) gleich

(5.28¢) = trs[pso(a2 o O‘,_)'Os'(dl 00,)+ h.c.]

wire.

Dies erklart, warum das im mesoskopischen Szenario erfolgreiche Rezept im vorlie-
genden Fall nicht zum Erfolg verhelfen kann. Es wird aber hierdurch keine Antwort darauf
gegeben, warum das System physikalisch nicht dazu in der Lage sein sollte, beispielsweise
den Triplettzustand von einem beliebigen unverschrankten Zustand zu unterscheiden.

2.4.3. Erkldrung durch Widerlegung. In diesem kurzen Paragraphen wird eine Konfi-
guration genannt, die ein Kriterium zur Detektion des Triplett- sowie des kanonisch ma-
ximal verschrankten Zustands (|, ), bzw. |®. ),,) liefert. Wir fragen weiterhin mit or(l2 die
Kohidrenzen des Quantons ab, priparieren das Photon jedoch in der reinen linearen Po-
larisation pp = 1(1 + 03), was horizontaler Polarisation beziiglich der x-z-Referenzebene
entspricht. Der optische Detektor wird im rechten Winkel zur Einfallsrichtung positioniert,
9 = 71/2. Man benotigt den Erwartungswert der Polarisationsobservablen Op = o3, der sich
nicht aus dem durch p’(¢) beschriebenen Interferenzmuster ergibt’. Daher entspricht die-
ser Vorschlag nicht unseren Vorstellungen fiir eine einfache Implementierung. Man findet

(5.29) O, = —2(sinzgo 1+ 007 - cos’¢ 013023),

wobei hier noch der Azimutwinkel ¢ auftaucht, der die Position des Detektors um die Ein-
fallsrichtung # rotiert. Dieser Operator hat die Eigenwerte —4, 0, 4 cos”¢ und —4 sin”¢ mit
den Eigenzustinden |®.),,, |O_),,, | Vs )1, sowie [¥_),,, d.h. allen vier Bellzustinden. In
der schon mehrfach verwendeten universellen Parametrisierung liest man fiir den Erwar-
tungswert von O,, beziiglich eines beliebigen Produktzustandes |y),, aus obiger Gleichung
einfach

A i 2 2.2 2 3.3
(5.30) ~4 < (Y|Ownly), = —2(sm @+ pip, —cos ‘PP1P2) <2
ab. Fiir die Wahl des Winkels ¢ bieten sich zwei Moglichkeiten an:
"Tatséchlich wird spater in Abschnitt 3.3.2 ab Seite 53 die Messung dieser Observablen mittels Sortierung an-

hand der Ausgénge eines linear polarisierenden Strahlteilers diskutiert. Es werden in diesem Fall aber zwei optische
Detektoren benétigt.
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Detektion senkrecht zum Polarisationsvektor des einlaufenden Photons, d.h. ¢ = +7/2

und k' = + 9. Dann findet man —4 < ,,(y| OA12|1p)12 < 0 und der einzige nicht verschwindende
Eigenwert ist —4. Zu ihm gehort der Projektor @ )11, (D] + [ V- )1212(W-|. Es gibt keinen
fiir Verschrankung charakteristischen Schwellenwert.

Detektion parallel zur Polarisationsrichtung des einlaufenden Photons, ¢ = 0,7 und
k' = +&. Man hat dann —2 < 1, (¥]Ou|¥)ss < 2 und Oy = 4([¥s Jiais (We] = [ Do )rana (D))
Der Detektionsbereich liegt damit auferhalb des Intervalls [-2;2], denn zwischen -2 und
2 ist dieser effektive Zeuge blind.

Es sollte an diesem Punkt klar sein, dass dieser effektive Verschrankungszeuge nur
deshalb gefunden werden konnte, weil von zwei Vereinbarungen abgewichen wurde: Zum
Einen fithren wir keine projektive Messung auf dem Sondenteilchen durch und betrach-
ten daher implizit den ungiinstigen Erwartungswert (Oqs) piys- Dieser ldsst sich nicht aus
der Detektionswahrscheinlichkeit p’(¢) konstruieren, aber aus der Summe der Interferenz-
muster der sortierten Subensembles. Zum Anderen - und das ist hier wesentlich — handelt
es sich um einen effektiven Zeugen, d.h. der Schwellenwert liegt nicht bei Null, sondern es
liegen zwei von Null verschiedene Schwellenwerte vor, die die Menge S der separablen Zu-
stinde einschniiren. Richtig ist, dass die Vermutung, mit Einzelstreuung konnte Verschran-
kung in anderen Bellzustidnden als |¥_),, nicht aufspiirt werden, revidiert werden muss.
Dennoch bringt uns das Resultat dieses Paragraphen auf dem Weg hin zu einem einfachen
Verschrankungskriterium nicht weiter.

3. Doppelstreuung

Die Analyse der moglichen effektiven Observablen in der Einzelstreusituation hat er-
geben, dass eine Detektion der Bellzustinde |®, }),,, |®_),, und |V, ),, durch Daten aus
der Ein-Photonen-Interferenz nicht in einfacher Weise moglich ist. Es liegt daher nahe, fiir
die Suche nach den entsprechenden Verschriankungszeugen tiber die Youngsche Interferenz
hinauszugehen, dem Streuprozess niedrigster Ordnung. Die nichste Ordnung im kleinen
Parameter 1/kr,, ist die Doppelstreuung, ein Prozess, bei dem die Atome ein intermediéres
virtuelles Photon austauschen. Erneut gibt es zwei mogliche, sich gegenseitig ausschliefen-
de Pfadalternativen A und B, die nun aber, da das Photon mit beiden Atomen sequentiell
wechselwirkt, die Reihenfolge der Besuche angeben:

(i) Auf Weg A fillt das Photon mit einer Polarisation ¢ ein, interagiert mit dem ersten
Atom 1, geht anschlielend {iber zu Atom 2 und wird im Zustand &’ in Richtung k" detektiert.
Der alternative Pfad B ist die zeitliche Umkehrung von A, Abb. 5.4.

Um zu zeigen, dass mit dem Konzept der Quantendualitit der Einfluss der internen
Struktur der Streuer auf die Interferenz bei mehrfachen Streuprozessen behandelt werden
kann, studierten Miniatura u. a. (2007) das vorliegende Doppelstreuszenario. Nach den Ex-
perimenten von Eichmann u.a. (1993) war klar, dass durch die Wechselwirkung des Pho-
tons mit den Atomen Pfadinformationen zuriickgelassen werden, die ein Experimentator
im Prinzip durch optimale Messung erfragen kann. Die durch das ,Wissen der Natur® itber
den Pfad beschrinkte Unterscheidbarkeit der Wege verhilt sich in diesem Sinne komple-
mentér zum Kontrast der Interferenz. Da der Doppelstreuprozess sich gegenseitig ausschlie-
Bende Pfadalternativen A und B definiert, ist auch diese Situation &quivalent zum Young-
schen Interferometer. In abgewandelter Form erwartet man daher dieselben Effekte, mog-
licherweise sogar in Anbetracht von Verschrankung, da sich die Wechselwirkungen sehr
dhnlich sind. Obwohl in Ref. (Miniatura u.a. 2007) eine vergleichsweise allgemeine Kon-
figuration untersucht worden war, konnte zunichst kein Hinweis auf ein besonderes Ver-
halten der Interferenz fiir verschrinkte atomare Grundzustidnde gefunden werden. Deshalb
aber von generellem Unvermdgen der kohérenten Riickstreuung zur Sensitivitat gegeniiber
Verschrankung zu sprechen, wire verfriiht, denn im Verlauf dieses Abschnitts werden wir
sehen, dass Detektion prinzipiell moglich ist.
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ABBILDUNG 5.4. Die beiden Pfadalternativen der Doppelstreuung. Ent-
lang des Pfades A streut das Photon zunichst am ersten, dann am zweiten
Atom, A = 1 — 2. Auf Pfad B = 2 — 1 geschieht dies in umgekehr-
ter Reihenfolge. Gezeigt ist die Riickstreukonfiguration mit k' = —k, in
der die Phasendifferenz ¢ = (k + k') - r,, verschwindet. Da in diesem
Fall die Interferenz selbst eine Mittelung iiber zufillige Atompositionen
ibersteht, nennt man dies kohdrente Riickstreuung (Akkermans u. Mon-
tambaux 2007). Diese spielt eine entscheidende Rolle bei der schwachen
Lokalisierung von Licht in einem Gas kalter Atome.

Setzen wir uns nun aber mit dem Problem der Doppelstreuung selbst auseinander. Vor
dem Hintergrund der - abhingig von der dimensionslosen Entfernung kr,, - insbesondere
im Vergleich mit der Einzelstreuung desastros geringen Wahrscheinlichkeit eines solchen
Prozesses zweiter Ordnung, miissen wir uns fragen, ob die doppelte Streuung tiberhaupt
getrennt beobachtet werden kann. Tatsdchlich wird namlich ein eventuell interessantes In-
terferenzmuster zweifach gestreuter Photonen im Regelfall von einem ungleich intensiver-
en Muster iiberlagert®, dessen Photonen aus der Einzelstreuung stammen. Gibt es also ei-
ne Konstellation, in der Einzelstreuung nicht realisiert wird? In der Tat betrdgt die Wahr-
scheinlichkeit Null, speziell in Riickrichtung, k' = —k, ein einfach gestreutes Photon mit
erhaltener Helizitdt zu detektieren. Aufgrund der Drehimpulserhaltung muss sich - wie bei
der Reflexion an einem Spiegel — die Helizitit &ndern: Der Spin bleibt erhalten, wahrend
die Propagationsrichtung ihr Vorzeichen wechselt’. An dieser Stelle ist zu beachten, dass
fiir erfolgreiches pauschales Ausblenden der Einzelstreuung bereits alle Freiheitsgrade der
Photonpraparation und -detektion festgelegt wiren. Demgegentiber stiinde die Wahl der
Orientierung der Atome #,, weiterhin frei, die sich bei der Einzelstreuung allein auf die
Phase auswirkt.

Abgesehen von den beschriebenen Schwierigkeiten bei der Erfassung der interferome-
trischen Daten muss auch das in Abschnitt 3 inszenierte Rahmenwerk fiir die Dynamik des
Interferometers im Rahmen der Doppelstreuung tiberdacht und rechtfertigt werden. Bei
der Einzelstreuung sahen wir es durch die Forderung kr,, > 1 als erwiesen an, dass Kopp-
lungen zwischen Wechselwirkungsprozessen und -Partnern auf den verschiedenen Pfaden
unterbunden sind. Es liegt nahe, anzunehmen, dass sich Streuprozesse hoherer Ordnung
durch ungewollte Korrelationen in der pfadkonditionierten Dynamik und letztlich durch
den Transfer von Wahrscheinlichkeiten zwischen den Pfadalternativen bemerkbar machen
konnen. Hier senken wir nun den Abstand der Atome und sorgen fiir eine endliche Wahr-
scheinlichkeit der Doppelstreuung, die sich gerade durch Austausch eines intermedidren
virtuellen Teilchens zwischen den Atomen auszeichnet. Dies stellt aber kein Problem dar:
Fiir sich allein genommen gehorchen einerseits sowohl die Pfadalternativen als auch die

*Im Ubrigen findet man um die Riickrichtung herum die Maxima beider Interferenzfiguren nach gleichen
Abstanden, d.h. die Perioden sind gleich. Dies wird spiter klar.

*Weil Photonen transversal sind, werden solche aus 7-Ubergingen in Vorwirts- und Riickrichtung zudem
nicht beobachtet.
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Wechselwirkung des Doppelstreuprozesses korrekt der Einschrankung des Abschnitts 3.
Andererseits ist, da wir weiterhin im Fernfeld mit kr,, > 1 verbleiben, die Doppelstreuung
auch jetzt noch so viel unwahrscheinlicher als der Einzelstreuprozess, dass die Interferenz
einfach gestreuter Photonen nur unwesentlich beeintrichtigt werden diirfte.

3.1. Herleitung der Streuoperatoren. Erneutfinden wir die Antwort in der Bornreihe
(5.11). Thr zweiter Summand trégt, da er ungerade in der Zahl der Wechselwirkungspoten-
tiale V ist, keinen physikalischen, ein oder zwei Atome einbeziehenden Prozess. Der dritte
Term der Summe beschreibt jedoch die gesuchte doppelte Lichtstreuung. Fiir den Weg A
findet man in Fernfeldndherung, kr,, > 1,

ng? 22 elwrale
h(w- wo) +il/2

_ei(k-rl—k'-n) <{ml} (é'*- d;)(dig . Arz,' d;e)(dég . é) {m})

Dieser Ausdruck enthélt die dyadischen Dipoloperatoren d;: od zgz des Einzelstreuprozesses
an den Atomen 1und 2. (iii) Tatsdchlich kann der aus obigem Matrixelement ablesbare, von
Proportionalititsfaktoren gesiuberte Ubergangsoperator

(531)  (lVGoVGoVGo Vi) :( 2mhe? wryfc

(5.323) TA = (Uz o 02) ‘ Arn' (01 o 01)

auch direkt ohne Verwendung von (5.31) konstruiert werden, wenn man die bekannten Ein-
zelstreuoperatoren iiber den Fernfeldprojektor A, =1-#,,0 #,, auf die zum Verbindungs-
vektor r,, transversale Ebene in zeitgeordneter Weise miteinander verkntipft. Die Projektion
stellt sicher, dass das Photon korrekt, d.h. transversal, von Atom 1 zu 2 propagiert. Der Ope-
rator fiir Pfad B wird durch Vertauschen der Rollen beider Atome gewonnen, also durch
die Substitution 1 <> 2, ndmlich

(532b) Tp=(6,00,) A -(6,00,).

3.2. Implementierung von Singulett- und Triplettzeuge. In diesem Abschnitt wer-
den wir sowohl W_ als auch W, mittels Ein-Photonen-Interferenz realisieren und damit zei-
gen, dass entgegen der Behauptung von Miniatura u. a. (2007) die Unterscheidung zwischen
konstruktiver und destruktiver Interferenz ein Kriterium fiir Verschrankung zwischen den
Atomen liefert.

(ii) Wir betrachten also den Interferenzkontrast V cos « im Zentrum der Interferenzfi-
gur und wihlen demzufolge wie bei der Einzelstreuung Oq = 04, Die durch den Doppel-
streuprozess induzierte Phase « wird den charakteristischen Vorzeichenwechsel induzieren.

(iv) Das Photon soll zu Beginn im maximal gemischten Polarisationszustand pp = 1/2
vorliegen; dies deckt sich mit der Wahl bei der Einzelstreuung, Abschnitt 2.4. Wahrend dort
jedoch die Orientierung ® des Verbindungsvektors r,, = r,,(sin ©, 0, cos ®) der Atome in
Relation zur Einfallrichtung k Auswirkungen allein auf die Phase ¢ hat, iibt sie hier auf-
grund des Auftretens des Fernfeldprojektors A, in (5.32a) und (5.32b) deutlichen Einfluss
auf die Wechselwirkung aus. Durch systematische Suche kommt man zu der Feststellung,
dass zur Realisierung der genannten Zeugen senkrecht zu #,, eingestrahlt werden muss: Wir
setzen @ = 77/2 und damit #,, = &.

(v) Wir entscheiden uns dafiir, die Observable

(533 Op=1=1(1+0})+1(1-a3)=p" +B"

zu messen. Dabei ist ﬁISH) der Projektor auf die lineare Polarisation in &'-Richtung, wihrend
PIS") das Licht vertikal im gestrichenen System, d.h. parallel zu j’, polarisiert. Diese Wahl
von Op mag seltsam erscheinen, formal bedeutet sie nimlich den Verzicht auf die Polari-
sationsanalyse. Die Definition (5.33) beinhaltet aber gleich zwei mogliche Strategien, dies
effektiv zu tun: Entweder es wird tatsachlich kein Polarisator verwendet — und die durch

p'(¢) beschriebene Interferenzfigur ausgewertet — oder man implementiert explizit ﬁlﬁH)
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plus PIEV). Dies wird durch einen polarisierenden Strahlteiler geleistet: Ein solches optisches
Element kann beispielsweise durch Ausnutzen der Doppelbrechung von einigen Kristallen
realisiert werden (Born u. Wolf 1980, Kap. 15.3). Fallt unpolarisiertes Licht in bestimmter
Weise auf die Kristalloberfldche, wird es durch Brechung in zwei Strahlen unterschiedli-
cher Polarisation geteilt. In unserem Fall soll die Anordnung so justiert werden, dass zu

gleichen Wahrscheinlichkeiten horizontal (131§H)) oder vertikal (Plﬁv)) polarisierte Photo-
nen den Kristall verlassen. Die Austrittsrichtung definiert dabei das Entscheidungskriteri-
um zwischen den beiden Alternativen. Um die Photonen in zwei verschiedene Ensembles
sortieren zu kénnen, ist es nétig, den orthogonalen Polarisationsunterraumen unterschied-
liche Mess- bzw. Eigenwerte zuzuordnen, namlich beispielsweise 1 fiir horizontale und -1
fiir vertikale Polarisation. Formal wird so zwar o; gemessen, da aber unsere Zuordnung rein
willkiirlich ist und nur zur Buchhaltung durchgefiihrt wird, besteht kein Widerspruch zur
Definition (5.33).

3.3. Welche effektiven Observablen O,, ergebensich? Die Richtung IAc, der optischen
Detektion lieflen wir bisher frei. Ihr Einfluss auf die effektive Wechselwirkung zwischen den
Atomen soll nun bei der Diskussion der sich aus Gl. (5.33) ableitenden Implementierungen
deutlich werden.

3.3.1. Verzicht auf die Polarisationsmessung. In diesem Fall findet man

(5.34a) O, = trs[ps . (TI;r (1- i o k,) - Ty + h.c.)]

(5.34b) =2{1 +sin*9cos’p (0,0} + 070} ) + 00} }.

Die Parameter 9 und ¢ definieren Polar- und Azimutwinkel der Messrichtung k. Fiir so-
wohl Vorwirts- (9 = 0) als auch Riickrichtung (9 = 7/2) und dariiber hinaus falls ¢ = +7/2,

also wenn k, senkrecht auf #,, steht, verschwinden die ersten zwei Pauli-Spin-Beitrige. Ub-
rig bleibt dann ein Projektor auf die beiden unverschrinkten Triplettzustinde. In diesen
Fallen ist Interferenz nur dann beobachtbar, wenn die beiden Atome zuvor in einem Zu-
stand mit nicht verschwindendem Uberlapp zu |+ =, =),, und |= 5, = 3),, prépariert
worden waren'®. Fiir die maximal verschrinkten Zustidnde |V, ),, verschwinden demnach
die Kohdrenzen des Quantons und es liegt keine Interferenz vor. Wir sehen zudem, dass
der Ausdruck (5.34) sehr viel einfacher ist als der bei sonst gleicher Konfiguration fiir Ein-
zelstreuung gefundene effektive Operator 0,, aus GL. (5.19b) auf Seite 47. Beiden gemein
ist, dass sich mit ihnen leicht der Singulettzeuge W_ umsetzen ldsst, namlich durch Wahl
von 9 = +7/2, d.h. k' 1 k. Dabei der Doppelstreuung die azimutale Symmetrie durch den
Fernfeldprojektor gebrochen ist, muss zusitzlich ¢ = 0 verlangt werden. Die Detektion hat
hier also parallel zur Verbindungsrichtung % der Atome zu erfolgen. Mit unpolarisiertem
ps = %(1— ko k) und dem in die Ensemblewahrscheinlichkeit eingehenden Erwartungswert
des Operators

Al Al Al Al
(5.35) trs[ps - (Th-(1-kok) - Ta+ Ty - (1-kok) T5)] =81
erhélt man den Interferenzbeitrag dann zu
(536)  2p'(0) 1= (W),

3.3.2. Sortierung von Polarisationsmessungen. Der Triplettzeuge W, = %(]1 - olo) -
0202 + 07 07) war bisher nicht zu realisieren. In den einleitenden Bemerkungen wurde je-
doch die simultane Realisierung von W_ und W, in Aussicht gestellt. Dazu diskutieren wir

jetzt die Sortierung der Polarisationsobservable op mittels des polarisierenden Strahlteilers.

Tatsdchlich trifft dies fiir den Kontrast 1 der gesamten Interferenzfigur zu, nicht nur an der Stelle ¢ = 0.
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ABBILDUNG 5.5. Anordnung des vorgeschlagenen Doppelstreuexperi-
ments. Die Vorwartsrichtung verbietet sich aufgrund storender Koinzi-

denz mit der Photonenquelle. Die Detektion um die Riickstreurichtung
Al A
k = —k kann wie im Text erkldrt mit einem polarisierenden Strahltei-

ler (PBS) durchgefiihrt werden, wobei sich mit Detektoren an den beiden
Ausgingen der Singlett- und der Triplettzeuge simultan realisieren las-
sen. Genauer gesagt kann dabei der Zeuge W_ im Kanal @ horizontaler
linearer Polarisation und W, im orthogonalen Kanal @ der vertikalen Po-
larisation gefunden werden. Im letzteren Fall steht der Polarisationsvek-
tor senkrecht auf sowohl lAc, als auch #,,, d.h. der durch den Labortisch
definierten Ebene, die hier mit der Papierebene zusammenfillt. Die Be-
schriftung ,,BS steht fiir ,,beam splitter und meint einen nichtpolarisa-
tionssensitiven Strahlteiler.

Setzen wir uns zu Beginn mit dem Subensemble horizontal polarisierter Photonen aus-
einander. Die effektive Observable lautet in diesem Fall

(5.37a) OI(ZH) = trg [ps . (TI;r . f’S(H) s Ty + h.c.)]
(5.37b) =2 {]l + (1 ~2cos*9 coszgo)(allazl + 012022) + 013023},

wobei der Projektor f’S(H) nach Definition (5.17) gegeben ist durch
AIT
. ol Iy A x
(5.38) PS(H) = (2.3 PéH) ~(5/T) .
In Vorwirts- (9 = 0) und in Riickrichtung (9 = ) finden wir
(539)  OGY =2{1-cos(29) (0l0, +0.07) + 00 }.

Dabei beschreibt der Azimutwinkel ¢ die Drehung des gestrichenen Koordinatensystems

um die Propagationsachse k' = +k. Esist daher sinnvoll, diesen Winkel gleich Null zu wiah-
len, damit - falls man die x-z-Ebene parallel zur Oberfldche des Labortisches legt — sowohl
im ungestrichenen als auch im gestrichenen System die Eigenschaft ,,horizontal polarisiert*
ihre iibliche Bedeutung erhélt. Damit realisiert 01(2H ) bis auf den Faktor 2 den Triplettzeugen
W..

Die Wahrscheinlichkeit p(), ein Photon in der linearen horizontalen Polarisation vor-
zufinden, betragt wegen Gl. (5.35) und

(5.40)  trs[ps- (T]- BTy + 75 - DY - Ty)] = 411
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einfach

A H A H
(5.41) pH) = (P | = <T;'PS( )'TA+T;'PS( )'TB>PM _1
. - P - A A A A - N
T -k ok Ta+ T A=k o k) Ty)
Dies wiirde man fiir einen symmetrischen Strahlteiler erwarten. An dessen horizontal po-
larisiertem Ausgang konnen wir schlieflich den Interferenzbeitrag

(5.42) 2P(H)(0) -1= %<W+)pu

mit dem Erwartungswert des Triplettzeugen W, identifizieren, Abb. 5.5.

Widmen wir uns noch kurz der Option, die Detektion orthogonal zur Einfallsrichtung
vorzunehmen. Mit 9 = +7/2 greifen wir damit zum Einen die Wahl zur erfolgreichen Rea-
lisation des Singulettzeugens im Falle der Einzelstreuung und zum Anderen die gefundene
Konfiguration im vorangehenden Unterabschnitt 3.3.1 auf. Die horizontale Polarisationrich-
tung liegt nun parallel zur Einfallsrichtung, &' = —%, und ist damit invariant unter Wahl des
Azimutwinkels ¢. Interessanterweise ergibt sich wieder der Singulettzeuge, es ist

(5.43)  O%V =2w_.

Was hingegen liefert uns der andere Ausgang? Die mit der vertikalen Polarisation 131§V)

assoziierte effektive Observable Ol(zV ) Jautet

(5.44) o) =2 {1 +cos(2¢) (0)0, + 00}) + 0.0, }.

2

Zunichst fallt auf, dass dieser Ausdruck unabhingig vom Polarwinkel 9 ist. Dies wird klar,
wenn wir zuriick zur Abbildung 5.3b auf Seite 44 blicken: Die im gestrichenen Systeme ver-
tikale Polarisationsrichtung 3" ist stets senkrecht zu k und besitzt daher unter keinen Um-
stinden einen Anteil in z-Richtung. Wir setzen wieder ¢ = 0 und sorgen damit erneut dafiir,
dass ,vertikal“ im gestrichenen System auch ,vertikal“ im durch den Labortisch definierten
Bezugssystem bedeutet. Ein kurzer Blick auf Gl. 5.44 verrit, dass 01(2V ) uns mit dem Singu-
lettzeugen W_ versorgt. Des Weiteren betrigt die Ensemblewahrscheinlichkeit p(V) vertikal
polarisierter Photonen erwartungsgemaf ;.

Die vorgenommene Wahl der Parameter stimmt mit der oben gefundenen Konfigu-
ration flir den Triplettzeugen W, {iberein. Es ist damit gezeigt, dass mit der in Abb. 5.5
dargestellten Anordnung aus den simultan durch Sortierung vermessbaren Interferenzfi-
guren p (¢) und p(V)(¢) die gewiinschten Erwartungswerte (W, ) p, und (W_),  abge-
leitet werden konnen. Die Position des optischen Detektors kann unterdies entweder um
die Vorwirts- oder um die Riickrichtung variiert werden.

3.4. Schonheitsfehler. Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass das Interferenzsig-
nal der Doppelstreuung nur in Uberlagerung mit der durch den Einzelstreuprozess gegebe-
nen Hintergrundintensitit gemessen werden kann. Die Isolierung des Doppelstreubeitrags
erweist sich in der Regel als schwierig, da das Einzelstreusignal mit einer geometrieabhén-
gigen und sehr viel hoheren Intensitét anliegt. Zur Korrektur dieses ungleichen Verhaltnis-
ses miisste man die beiden Atome sehr viel ndher zusammen riicken. Dies wire aber un-
vertraglich mit der Fernfeldndherung kr,, > 1, die fiir relativ einfache pfadkonditionierte
Streuoperatoren sorgt und — wichtiger noch - sicherstellt, dass der Doppelstreubeitrag alle
anderen Mehrfachstreuprozesse (dritter, vierter, usw. Ordnung) dominiert. Stellt man die
Uberlegung an, ob sich vielleicht verschiedene Absténde zwischen den Maxima der iiber-
lagerten Interferenzmuster ergeben, wird man enttduscht: Fiir zur Verbindungsachse der
Atome senkrechte Einstrahlung, wie sie hier verlangt wird, ist die Differenz ¢ der Phasen
fiir die Wege A und B fiir Einzelstreuung (—) und Doppelstreuung (+) gegeben durch

(545) (k + k,) = ik, c T

Die Periode ist somit fiir beide Ein-Photonen-Interferenzprozesse gleich.
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Die Zuversicht, doch noch mittels Doppelstreuung Verschrankung nachweisen zu kon-
nen, wéchst, wenn man den Interferenzkontrast V' der Einzelstreuung diskutiert. Fiir vor-
warts wie auch riickwirts gerichtete Detektion ergibt sich im Falle anfangs unpolarisierter
Photonen und bei anschlieflender Polarisationsselektion in den Kanélen H und V

2|<T; 'ﬁS(H’V) . TB)PM|

(5.46a) V= ~ "

(T} PS(H’V) Ty +Tj- PS(H’V) “Tg)ou
(5.46b) = ﬂ(trs[(l ~k- i‘) : TIZ ‘ PS(H’V) ‘ TB])Pn
(5.46¢) = %(11 +0.0])p

also in beiden Fillen der Erwartungswert des bereits bekannten Projektors auf die zwei Trip-
lettproduktzustinde |+ =, 5 =),, und |[= =, = %)t

(5.46d) T e N e /21 ey
Da jeder Projektor ein positiver Operator ist, wird der Erwartungswert (5.46¢) reell (und

ferner stets nichtnegativ) sein. Infolgedessen verschwindet die durch Wechselwirkung in-
duzierte Phase «, wir finden

(5.47)  a=arg({T} BV - Ty),,) = 0.

Ausnahmslos beobachtet man daher um die Vorwérts- oder Riickrichtung herum konstruk-
tive Interferenz der Einzelstreuamplituden. Wir entnehmen Gl. (5.46d), dass bei Praparation
der maximal verschrankten Zustidnde |V, ),,, die ja im Zentrum unseres Interesses stehen,
der Interferenzkontrast V verschwindet. Eine eventuell erkennbare Interferenzfigur muss
in diesem Fall auf Photonen aus dem Doppelstreuprozess zuriickgehen. Mehr noch, da in
¢ = 0 die Einzelstreuinterferenz stets konstruktiv ist, ist jedwede erkannte destruktive In-
terferenz ein sicheres Zeichen fiir Verschriankung: Betrachtet man graduell die inkohéreten
Uberblendungen von p,, = 1/4 und |¥.),,, so wird angefangen bei der maximalen Mi-
schung die Sichtbarkeit der Interferenz V = % betragen, um bei Erreichen der maximalen
Verschriankung schliefSlich zu vergehen. Es wird daher einen Punkt geben, an dem die de-
struktive Interferenz der Doppelstreuung bei ¢ = 0 iberwiegt. In einem Experiment kann
dann mit etwas Gliick ein potentiell durch Rauschen verunreinigter Singulett- oder Triplett-
zustand nachgewiesen werden.

RESUMEE

In diesem Abschnitt betrachteten wir die Streuung eines Photons an zwei Atomen in en-
gen Fallen. Deren Grundzustinde bildeten ein Qubit-Paar, dessen Verschriankung es nach-
zuweisen galt. Der Streuprozess niedrigster Ordnung ist die Einfachstreuung, bei der die
Pfadalternativen durch den Besuch eines der beiden Atome definiert werden. Diese Young-
sche Interferenz wurde bereits von Eichmann u. a. (1993) experimentell nachgewiesen. Die
Sensitivitit des Interferometers auf Verschrankung ist jedoch neu: Es konnte hier gezeigt
werden, dass im Interferenzmuster eines unpolarisierten Photons bei zur Propagationsrich-
tung senkrechter Detektion ein Kriterium zur Detektion des Singulettzustandes enthalten
ist, namlich der Ubergang von konstruktiver zu destruktiver Interferenz. Die Implemen-
tierung des Singulettzeugen W_ konnte aufgrund der sehr einfachen Konfiguration erklart
werden. Jedoch lieflen sich keine echten Verschrankungszeugen fiir den Triplettzustand so-
wie fiir die beiden anderen Bellzustinde |®. ),, konstruieren. Als problematisch stellte sich
dabei die Anisotropie der entsprechenden Zeugen in den Pauli-Spin-Operatoren sowie feh-
lende Invarianz der Streuoperatoren unter bestimmten unitéren Transformationen dar.

Schon allein der gegliickte Fund von W_ ist auf den ersten Blick kurios, denn intuitiv
wiirde man annehmen, das Photon miisse (wie es bei der Doppelstreuung der Fall ist) beide
Atome sequentiell besuchen, um Korrelationen sichtbar zu machen. Das ,Teilchen®, was
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tatsichlich beide Atome besucht, ist aber das Quanton. Wir sehen hier die physikalische
Relevanz dieses Qubits, das ja urspriinglich nur als Hilfsobjekt eingefithrt wurde, um die
statistischen Eigenschaften und die Kohdrenz der beiden Pfadalternativen A und B wahrend
der Quanteninterferenz zu beschreiben.

In der anschlieflend studierten Doppelstreusituation, in der die Wegalternativen durch
die Reihenfolge der Streuereignisse gegeben sind, gelang uns schliefilich die Realisierung
des Triplettzeugen W, und gleichzeitig der Beweis, dass (kohérente) Doppelstreuung fein-
fithlig auf Verschrankung reagiert. Wir revidierten damit eine von (Miniatura u. a. 2007) ge-
gebene Einschétzung. Obwohl der absolute Interferenzbeitrag der Doppelstreuung demje-
nigen der Einzelstreuung in der Regel erdriickend unterliegt, gelingt vermutlich die De-
tektion von |, ),, in der vorgeschlagenen Geometrie, da der Interferenzkontrast der aus
Einzelstreuung stammenden Photonen in diesem Fall verschwindet.






KAPITEL 6

Zusammenfassung und Ausblick

Durch die Untersuchung eines vereinfachten mesoskopischen wie auch eines wirklich-
keitsnahen quantenoptischen Szenarios wurde gezeigt, dass anhand der Interferenz einer
einzelnen Sonde {iber die Verschrankung zweier identischer Probenteilchen entschieden
werden kann. Der Schliissel dazu ist die kohirente Wechselwirkung zwischen Sonde und
Probe. Die physikalische Observable ist dabei die das Interferenzbild zeichnende Detek-
tionswahrscheinlichkeit, und die Signatur der Verschrinkung bildet oftmals einfach der
Wechsel von konstruktiver zu destruktiver Interferenz.

Der Nachweis gelang, da der Interferenzfigur Erwartungswerte effektiver Observablen
zu entnehmen sind, die allein auf die Probe wirken. Es stellte sich heraus, dass sowohl bei
der Wechselwirkung eines Elektrons mit zwei magnetischen Storstellen in einem Aharonov-
Bohm-Festkorperinterferometer als auch bei der Streuung eines Photons an zwei gefange-
nen Atomen einfacher interner Struktur realisierbare experimentelle Konfigurationen exis-
tieren, fiir die diese effektive Observable Verschrankung zwischen den Probenteilchen be-
zeugt.

Fiir den realistischeren quantenoptischen Fall ist eine durchfiihrbare experimentelle
Bestitigung zu erwarten, da die Anordnung im Wesentlichen der Situation der Experimente
von Eichmann u.a. (1993) entspricht. Einzig die Priparation des verschrinkten Zustands
geht iiber die einstigen Moglichkeiten der Gruppe hinaus.

Was haben wir bisher noch nicht gerlernt? Mit der Herstellung des verschriankten Zu-
stands ist noch eine andere offene Frage verkniipft. Die tatsichliche Implementierung des
Vorschlags dieser Arbeit erfordert eine grofe Anzahl von Messungen und jede Messung be-
darf vorheriger Praparation, da der verschrankte Zustand im Allgemeinen durch die Wech-
selwirkung mit der Sonde zerstort wird. Wie ist diesem Problem zu begegnen?

Wenn die Quantendynamik des Systems deterministisch zu kontrollieren wére, lie-
Ben sich die Populationen und Kohidrenzen der Probenteilchen gezielt manipulieren. Im
quantenoptischen Fall ist vermutlich durch Wechselwirkung mit einem treibenden, spezi-
ell angepassten Strahlungsfeld ein verschrankter, strahlungsstabiler Gleichgewichtszustand
zu erreichen (Bargatin u. a. 2000a, b). Durch die resonante Dipol-Dipol-Wechselwirkung
stiinden die beiden Atome durch Austausch virtueller Photonen stindig in Kontakt. Die
Idee ist, ahnlich wie von Loss u. Sukhorukov (2000) im mesoskopischen Szenario illustriert,
zwischen zwei erfassten Ein-Teilchen-Interferenzen das System in diesen feinabgestimmten
Grundzustand relaxieren zu lassen.

Ein anderer Gedanke verfolgt die parallele Praparation etlicher, in einem optischen Git-
ter periodisch angeordneter, identischer Probenpaare. Das Photon hitte die Moglichkeit,
an vielen Kopien zu streuen, und es kime demzufolge zur Viel-Wege-Interferenz (Kaszli-
kowski u. a. 2003; Englert u.a. 2007). Es ldge dann in einer Superposition vieler Zustinde
vor, wobei ein jeder einem Streupfad zuzuordnen wire. Es ist nicht klar, welchen Einfluss
dies auf das derzeitige Konzept tiben wiirde. Die Anordnung hitte den Vorteil langsamerer
Dekohirenz: Der Gesamtzustand des Systems wiirde durch eine einzige Streuung weniger
beeinflusst werden als im vorliegenden Fall mit nur zwei Atomen.

Auf der mathematischen Seite lassen sich die Resultate in eine interessante Richtung
erweitern. Bis zu diesem Punkt lag der Schwerpunkt ausschliefllich bei der Detektion von
Verschrankung. Dariiber hinaus sollte man Notiz davon nehmen, dass Aufwand betrieben
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wurde, den Erwartungswerten von Verschrankungszeugen quantitative Relevanz zuzuord-
nen. Einige Zeugen - der Singulettverschrankungszeuge ist einer davon - geben eine untere
Schranke an die Concurrence (oder ein anderes Verschrankungsmafl) und ermdglichen so
quantitative Charakterisierungen (Brandido 2005; Cavalcanti u. Cunha 2006; Giihne u.a.
2007; Eisert u. a. 2007; Mintert 2007).

Es soll zum Schluss noch auf ein Phdnomen hingewiesen werden, welches sich wihrend
der Studien der Doppelstreuung ergab und von dem in der vorliegenden Arbeit bisher nicht
berichtet wurde. In besonderen Situationen vermag die Wechselwirkung zwischen Photon
und Atomen, die vor der Streuung vorliegende Verschriankung zwischen den Grundzu-
stinden der Atome eins-zu-eins auf die Verschrankung zwischen Quanton und Marker zu
tibertragen: Je mehr Verschrankung zu Beginn vorliegt, um so schwicher ist der Kontrast
des resultierenden Interferenzmusters. Betrachten wir beispielsweise den Singulettzustand.
Da er maximal verschrinkt ist, verschwindet die Interferenz génzlich. Es wurde festgestellt,
dass in diesem Fall die Sichtbarkeit durch die Sortierung einer bestimmten optimalen Mes-
sung auf den Atomen wiederhergestellt werden kann. Als die auf den Atomen zu messende
Observable wurde aber frappierenderweise der Singulettzeuge gefunden. Angesichts dieser
Entdeckung ist zu priifen, ob die Wechselwirkung nicht so manipuliert werden kann, dass
die Verschrankung nach der Interferenz allein zwischen Quanton und Sonde vorliegt. In
diesem Fall wire sie mit den diskutierten Mitteln leicht auszulesen.



ANHANG A

Separabilitdt und Verschrinkungsmafle

Im Folgenden wollen wir uns der theoretisch-mathematischen Beschreibung von Ver-
schrankung zwischen lediglich zwei Teilen widmen. Tatsdchlich lassen sich am Beispiel
zweiteiliger Quantensysteme die Konzepte der Verschrankungstheorie in angenehmer Wei-
se diskutieren. Dabei kénnen einige Resultate anstandslos auf Systeme mit drei und mehr
Konstituenten {ibertragen werden, wihrend andere einer simplen Verallgemeinerung trot-
zen und dafiir sorgen, dass zum jetzigen Zeitpunkt wenig iiber die Situation in mehrteiligen
Systeme bekannt ist.

1. Verschrinkte Quantenzustinde

Dieser Abschnitt gibt eine Definition eines verschrankten Quantenzustands und be-
schiftigt sich mit der Frage, wie entschieden werden kann, ob und, falls ja, wie stark eine
gegebene Probe Verschrankung aufweist. Zunédchst bendtigen wir einen mathematischeren
Zugang: Ein Quantenzustand auf einem Hilbertraum H = H, ® H,, wobei mit 1 und 2 die
beiden Subsysteme bezeichnet werden sollen, ist entweder separabel oder verschrinkt. Fir
einen reinen Zustand |y) ldsst sich die Unterscheidung sehr leicht vornehmen: Der Vektor
|y) heifit separabel genau dann, wenn er als (Tensor-)Produktzustand |y) = |y), ® |y), =
[w):|w), geschrieben werden kann. Die Kenntnis des Zustands des Gesamtsystems legt al-
so die Zustidnde von 1 und 2 eindeutig fest. Ist dies nicht der Fall, so ist |y) verschréinkt.
Die einfachst mégliche Verschriankung tritt zwischen zwei Qubits auf, d.h. zwischen zwei
Spin-1/2-Teilchen mit H = C*® C* und d, = d, = 2. Besonders hervorzuheben sind die
Bell-Zustande,

1

(A1) [@y) = —=(|00) £[11)),

2

(Aab)  [¥.)= 7 ([o1) = [10)),

die jeweils die maximal mdgliche Verschriankung zeigen.

Einen gemischten Zustand p nennt man separabel, falls er auf klassische Weise prapa-
riert werden kann oder anders gesprochen, wenn die Korrelationen zwischen Messungen
eines vollstindigen Satzes von Observablen allein durch klassische Wahrscheinlichkeiten
beschrieben werden kénnen. Fiir den Dichteoperator p bedeutet dies, dass er als Konvex-
kombination von Produktzustinden darstellbar ist (Werner 1989):

(A2)  p=D pipi®p;

iel

-5

wobei I eine Indexmenge, die p; klassische Wahrscheinlichkeiten mit ¥,;¢; p; = 1und p} ;
wohl definierte Zustidnde auf den Teilsystemen sind. Existiert eine derartige Zerlegung nicht,
so heiflt p verschrénkt, gibt es sie, so ist sie im Allgemeinen nicht eindeutig. Im Falle end-
lichdimensionaler Hilbertraume 7, also fiir d,d, < oo, kénnen die p} , stets rein gewéhlt
werden. Die Menge der separablen Dichteoperatoren p wird mit S bezeichnet, sie ist die ab-
geschlossene konvexe Hiille aller reinen Produktzustinde. Als Beispiel fiir einen gemischten
separablen Zustand zweier Qubits sei p = (]00){00| + [11){11])/2 genannt, der zwar klas-
sische Korrelationen, aber keine quantenmechanischen aufweist. Demgegeniiber ist mein
Beispiel fiir einen verschriankten Zustand der Wernersche Zustand (Werner 1989) pp =
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1pL + (1 - $p)[¥-)(W_|, der zwischen dem Projektor auf den Triplettsektor (p = 1), der
Identitt (p = 3/4) und dem Projektor auf den Singulettzustand |¥_) (p = 0) interpoliert.
Mit den hieran ankniipfend behandelten Verschranksmaflen ermittelt man, dass pg fiir alle
p2 % separabel, fiir p < 1 verschrinkt ist und schlieflich maximale Verschrankung fiir

2
p = 0 erreicht.

2. Quantifizierung von Verschrinkung

In der Regel ist es schwer, zu entscheiden, ob ein gegebener gemischter Zustand sepa-
rabel ist oder nicht. Noch schwieriger ist es, dariiber hinaus die Verschrankung eines Zu-
standes zu quantifizieren. Im Folgenden sollen kurz die wichtigsten Anforderungen an ein
Verschrankungsmaf} E genannt werden, ohne auf die Vielzahl moglicher Mafle im Detail
einzugehen:

In Ubereinstimmung mit der Diskussion zu Beginn dieser Arbeit kann die Verschrén-
kung eines Quantensystems unter LOCC, d.h. lokalen Operationen auf den Quantenteilsys-
temen, klassischer Kommunikation zwischen den Parteien und projektiver Auslese (Post-
Selektion) - je beschrieben durch einen Superoperator A -, nicht zunehmen. LOCC defi-
nieren also jene Klasse von Zustandsentwicklungen, die jegliche koharenten Wechselwir-
kungen zwischen den Subsystemen ausschlieflen. Diese quanteninformationstheoretische
Monotonie-Eigenschaft lautet konkret fiir einen Quantenzustand p:

(A3)  E(Ap) <E(p).

Da sich jede LOCC-Operation in der Form

(A4)  Ap=Y,(Al®B))p(Al e B)

schreiben ldsst !, darf sich E somit beispielsweise unter den lokalen unitiren Transforma-
tionen Ap = (U, ® U,)p(U] ® U) nicht éndern.

Ein in obigem Sinne konzipiertes monotones Mafl E ist konstant auf der Menge der se-
parablen Zustande S, da jeder separable Zustand unter LOCC in einen beliebigen anderen
Zustand aus S umgewandelt werden kann. Des Weiteren folgt, dass ein auf der Menge aller
Zustande definiertes E sein globales Minimum auf S annimmt, da man jeden separablen
Zustand per LOCC aus jedem beliebigen anderen Zustand formen kann. Es macht daher
Sinn, dieses Minimum auf den Wert Null zu setzen, d.h. E verschwindet auf S. Aufgrund
dieser beiden Vereinbarungen ist E bereits ein nichtnegatives Funktional. Verschrankungs-
maf3e sind meist konvex, d.h. fiir zwei beliebige Zustdnde p und o findet man

(A.s) E(Ap+(1-1)o) < AE(p) + (1-A)E(0),

0 < A < 1. Konvexitit wird als notwendige Bedingung fiir Kompatibilitit mit der tiblichen
mathematischen Formulierung von Monotonie eingefiihrt. Aufler diesen Forderungen gibt
es noch eine Reihe von moglichen Eigenschaften (Bruf$ 2002), die oft niitzlich sind, in spe-
ziellen Fillen sich in natiirlicher Weise ergeben und daher oft gefordert werden.

Es existiert ein Verfahren zur Konstruktion von giiltigen monotonen Verschrankungs-
maflen (Uhlmann 1998). Man beginnt mit einem explizit fiir reine Zustédnde |y) konzipier-
ten Maf E und verallgemeinert dieses auf gemischte p durch Suchen der kleinsten Ver-
schrankung unter allen Konvexkombinationen reiner Zustinde, in die sich p zerlegen ldsst:
(o) Elp) i ;p’ Eya),
wobei p = ¥, pi |wi){v;|. Das Infimum wird auf einem bestimmten optimal genannten En-
semble {I, p;, v; } angenommen (Uhlmann 1998). Fiir jedes giiltige streng monotone Maf}
E ist E nach Konstruktion monoton fiir alle Zustinde, einschliefllich der gemischten. Die
Suche nach einem Verschriankungsmaf} reduziert sich daher auf den Fall reiner Zustiande.

'Konkret wurde dies in Ref. (Bennett u. a. 1999) behandelt. Offensichtlich besteht auch ein Zusammenhang
zu der Formulierung beliebiger Quantenkanile mittels Krausoperatoren, siche Abschnitt 3 des Kapitels 2.
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Das wohl wichtigste auf diesem Wege gewonnene Maf} ist das Entanglement of Formati-
on Ep (Bennett u. a. 1996), fiir das E(y) gleich der von-Neumann-Entropie der reduzierten
Dichtematrix p, beziiglich |y)(y| gesetzt wird:

(A7) E(V’) = S (tr [y (yl) = —(log, p1)p, = - Lhea(p) Alog, A > 0.

Eine Formulierung mit vertauschten Spurbildungen ist ebenso méglich und dquivalent. Die
von-Neumannsche Entropie misst die Abweichung von einem reinen Zustand: S ist dann
und nur dann Null, wenn alle Eigenwerte des reduzierten Zustands p, bis auf einen ver-
schwinden®. In diesem Fall ist der Dichteoperator nicht mehr von einem reinen Zustand zu
unterscheiden. Dies bedeutet aber, dass |y) ein Produktzustand war. Aufgrund der Fahig-
keit, den Grad der Verschrankung zwischen 1 und 2 zu messen, heifSt die von-Neumannsche
Entropie auch Entropie der Verschrinkung.

Der Name ,Entanglement of Formation® erklart sich wiederum auf folgende Weise:
Seien Alice und Bob zwei Experimentatoren, die an verschiedenen, rdumlich getrennten
Messplatzen jeweils Zugang zu ausschliefilich einem der beiden Subsysteme 1, 2 haben. Um
einen nichtlokal verschrinkten, gemischten Zustand p ohne den Austausch von anderen
verschrinkten Teilchen zu erzeugen, miissen sie bereits ein Aquivalent von Eg(p) maxi-
mal verschrinkten Zustanden teilen. Falls sie also zusammen bereits diesen Betrag an Ver-
schriankung besitzen, sind sie prinzipiell dazu in der Lage, p zu erzeugen. In diesem Sinne
ist Ex(p) die Menge an Verschriankung, die zur Erzeugung von p erforderlich ist.

Wihrend bei der Bestimmung der Entropie die grofite Schwierigkeit darin besteht, das
Spektrum o (p,) zu ermitteln, gestaltet sich die Berechnung von Ep deutlich komplexer, fiir
hoherdimensionale Systeme mit d, oder d, > 2 ist ungliicklicherweise kein analytischer
Ausdruck bekannt. Fiir aus zwei Quantenbits bestehende Systeme kann Er jedoch {iber das
zu diesem Zweck eingefiihrte (Hill u. Wootters 1997) Mafl Concurrence C vergleichsweise
leicht berechnet werden (Wootters 1998), womit sich dessen Wichtigkeit erkldrt. Man findet
fiir einen beliebigen Zustand p

1+\/1+C(p)).

(A.8) Er(p) = h( 2

h ist gleich der bindren Entropie h(x) = —xlog, x — (1 - x)log,(1 - x), wahrend C durch
(A.9) C(p) =max{0,2A . — ¥; i}

gegeben ist®. Ayax bezeichnet hier den grofiten der Eigenwerte A; der hermiteschen Ma-
trix /p (02 ® 02)p* (a2 ® 02), wobei p* komplexe Konjugation des Dichteoperators in der
Standardbasis meint. Ein Vorteil der Concurrence ist, dass ihr Quadrat fiir jeden reinen
Zustand

(A.10)  |y) = «|00) + f3|01) + p[10) + &]11)

ein einfaches Polynom der Koeffizienten ist:
(Am)  C(y)=2]ad- Byl.

Da die Concurrence selbst ein Verschriankungsmaf ist - sie ist positiv fiir verschrankte
Zustiande -, wurde (Rungta u. a. 2001) eine Verallgemeinerung auf zweiteilige Systeme be-
liebiger Dimension vorgenommen*: Fiir reine Zustidnde p = |y)(y] ergibt sie sich zu C(y) =

*Dieser letzte nichtverschwindende Eigenwert ist aufgrund der Anforderung an die Spur von p, gleich L

’In die Berechnung der Concurrence flief3t jeder Eigenwert ein, d.h. ist Amayx entartet, verschwindet C. Um
dies besser zu sehen, schreibt man (A.9) auch haufiger C(p) = max{0,A; — 12 — A3 — 14}, wobei die Eigenwerte
in absteigender Reihenfolge der GrofSe nach sortiert sind.

“Man bezeichnet oft die urspriinglich fiir bipartite Qubit-Systeme aufgestellte, spiter aber auf h6here Dimen-
sionen verallgemeinerte Concurrence als I-Concurrence (Rungta u. a. 2001), da es mehrere andere Vorschlage gibt
(Fan u. a. 2003; Gour 2005; Sinotecka u. a. 2002).
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V2 ({y]y) — tr, [p2]). Betrachtet man gemischte Zustande, muss analog zum Entanglement
of Formation auf eine Konvexkombination

A. C = inf ig i
(A12) (p) {1,}?,%};1) (vi)

zuriickzugegriffen werden. C(p) verschwindet dann und nur dann, wenn p separabel ist.
Genau wie bei Eg definiert (A.12) ein hochdimensionales Optimierungsproblem, welches
mithsam - oft numerisch - gelost werden muss. Da das Infimum bei einer solchen numeri-
schen Optimierung in endlicher Zeit nicht notwendigerweise angenommen wird, kann das
Verfahren prinzipiell nur eine obere Schranke liefern. Erschwerend kommt hinzu, dass im
Allgemeinen die Infima von C und Eg nicht auf demselben Ensemble {I, p;, y;} angenom-
men werden. Man behilft sich dadurch, dass man untere Schranken fiir C sucht, die sich
einfacher berechnen lassen.

3. Eine Erginzung zu maximal verschréinkten Zustinden

Der Inhalt dieses Abschnitt lasst sich zwar dem Kontext der Verschrinkungstheorie
zuordnen, er stellt aber keine Fortsetzung der vorherigen Diskussion dar. Stattdessen soll
konkret gezeigt werden, dass der Uberlapp eines Produktzustands |¢),, und dem maximal
verschrinkten Zustand U|®., ),, mit U = 2, ® ¥, und beliebigen %/, ¥ € U(2) maximal %
betragen kann. Dabei ist |, ),, = (|00),, +|11),,)/+/2 der kanonisch maximal verschrinkte
Zustand auf 12. Ein kurzer Beweis kénnte so lauten: Sei |y),, durch [y)i,1.(y| = T(1 + p, -
0,)(1+p,-0,),|p,,| =1, universell parametrisiert. Dann ist der Uberlapp

(A13) (U@ )l = 21+ (D% (B, - 0.)%|D )i+
+ 12(®+|7/2’r (i’z 20,) V5| P )n + 12<(D+|%1T(1A)1 : ‘71)%17/;r (i’z ’ ‘72)7/2|®+>12)'

Wir verwenden die Homomorphie von SU(2) und SO(3) oder anders gesagt die Existenz
einer eindeutigen Abbildung der Gruppe SU(2) auf die gewShnliche Drehgruppe SO(3) im
dreidimensionalen Raum: Es gilt

R 1 0 N 1 0
(A-14a) %T(p1 ' O')% = (0 e—i@azz ) pl "0 (0 ei@a}/)

und analog

(A1) V' (p, o)V = ((1) e_?e,,)p; o ((1) 3)

mit p, , = Ry v P, ,, wobei Ry € SO(3) und 04, € R. Es folgt

(Asa)  [a(y|UI@.)ul* = {1+ cos(0a + 05 )(p!'py - p7p2)
+sin(0a +04) (P2 + p2p2) + P15}

(A.15b) <{1+ %|pf|2 + 1psin(0g + 0y ) + p cos(0 + 07/)|2
+ %|P12|2 + 5]p% sin(8a +6) = pi cos(Ba + 97/)|2
+3lp + 3120

(A.15¢) =

N =
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