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Aufgabe 24: Ebene Wellen als Lösungen der freien Dirac-Gleichung (12 Punkte)

(a) Prolog: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich ein Dirac-Spinor ψ ∈ C4 bei einer pas-
siven Lorentztransformation x′ = Λx wie ψ′(x′) = SΛψ(x) transformiert, wobei SΛ =
exp{− i

2ω
µνJµν} mit den Generatoren Jµν = i

4 [γµ, γν ].

Zeigen Sie, dass eine reine Lorentztransformation durch SΛ = exp{ 1
2ζ · α} beschrieben

wird, wobei die Dirac-Matrizen in der Standard-Darstellung durch β0 = γ0 =
(

1 0
0 −1

)
und

αk = γ0γk =
(

0 σk

σk 0

)
definiert sind. Folgern Sie, dass

SΛ =
m+ p0 + p · α√

2m(p0 +m)
=: S(p). (1)

wenn der Schub aus dem Ruhesystem mit q = (m, 0, 0, 0) ins System mit p = (p0,p) erfolgt.

(b) Wir setzen Lösungen der freien Dirac-Gleichung als ebene Wellen an: ψp(x) = e−ix·pup.
Warum? Welche Gleichung erfüllt up?

Wir wollen zunächst die Lösung im Ruhesystem bstimmen. Zeigen Sie, dass es zwei linear
unabhängige Lösungen ψ+

qs(x) = e−imtus (s = 1, 2) gibt mit us = ( χs

0 ) , wobei χ1 = ( 1
0 )

und χ2 = ( 0
1 ) beispielsweise als die beiden Eigenzustände der Pauli-Matrix σ3 = σz gewählt

werden können.

Zeigen Sie außerdem, dass es zwei weitere linear unabhängige Lösungen der Form ψ−
qs(x) =

e+imtvs gibt mit vs =
(

0
χs

)
. Diese beiden Lösungen gehören zu einer negativen Ruheenergie

E = −m, die ebenfalls der Energie-Impulsbeziehung E(q)2 = m2 genügt.

(c) Überzeugen Sie sich davon, dass man die Lösungen für beliebiges p jetzt durch Anwendung
des Schubs (1) in folgender Form erhält: ψ+

ps(x) = e−ix·pS(p)us =: e−ix·pups und ψ−
ps(x) =

eix·pS(p)vs =: eix·pvps, wobei

ups =
m+ /p√

2m(m+ p0)
us =

1√
2m(m+ p0)

(
(m+ p0)χs

(p · σ)χs

)
, (2)

vps =
m− /p√

2m(m+ p0)
vs =

1√
2m(m+ p0)

(
(p · σ)χs

(m+ p0)χs

)
.

(d) Man definiert den adjungierten Bispinor durch ψ̄ := ψ†γ0. Zeigen Sie, dass mit dieser Defi-
nition die folgenden Orthonormalitätsrelationen gelten:

ūpsups′ = δss′ , v̄psvps′ = −δss′ , ūpsvps′ = 0 = v̄psups′ . (3)

Dazu ist es hilfreich, die Identitäten ūps(/p−m) = 0 und v̄ps(/p+m) = 0 zu zeigen. Warum
ist für die Orthonormierung die einfache hermitesche Konjugation (.)† nicht ausreichend?

(e) Berechnen Sie die Viererstromdichte jµ = ψ̄γµψ der beiden ebenen Wellen ψ±
ps(x). Zur

Erinnerung: (γν)† = γ0γνγ0.
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(f) Die ebenen Wellen sind eine Basis, aus der man beliebige Wellenpakete linear kombinieren
kann:

ψ(x) =
∫

d3p

(2π)3/2

∑
s=1,2

{
fs(p)e−ix·pups + g∗s (p)eix·pvps

}
. (4)

Überprüfen Sie die Normierung dieses Dirac-Spinors:
∫

d3xψ†(x)ψ(x) = 1. Wie lautet der
Ausdruck für die Stromdichte j? Addieren sich die Beiträge positiver und negativer Energie
zur Stromdichte einfach?
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